The conductance of symmetrical, unsymmetrical and mixed electrolytes. by Wheaton, Richard James.
1 1 5 1 4 9 7  < 5 9 0 5 1 4 9 >
All rights reserved
INFORMATION TO ALL USERS 
The quality of this reproduction is dependent upon the quality of the copy submitted.
In the unlikely event that the author did not send a com plete manuscript 
and there are missing pages, these will be noted. Also, if materia! had to be removed,
a note will indicate the deletion.
Published by ProQuest LLC (2017). Copyright of the Dissertation is held by the Author.
All rights reserved.
This work is protected against unauthorized copying under Title 17, United States C ode
Microform Edition © ProQuest LLC.
ProQuest LLC.
789 East Eisenhower Parkway 
P.O. Box 1346 
Ann Arbor, Ml 48106- 1346
THE CONDUCTANCE OF SYMMETRICAL,, 
UNSYMMETRICAL AND MIXED ELECTROLYTES,
A T h e s i s
s u b m i t t e d  t o  t h e  U n i v e r s i t y  o f  S u r r e y  
f o r  t h e  d e g r e e  o f  D o c t o r  o f  P h i l o s o p h y  
i n  t h e  F a c u l t y  o f  C h e m i c a l  and  B i o l o g i c a l  S c i e n c e s
By
R i c h a r d  J a m e s  W h e a to n
The C e c i l  D a v i e s  L a b o r a t o r y ,
D e p a r t m e n t  o f  C h e m i s t r y ,
U n i v e r s i t y  o f  S u r r e y .  J u n e  1 9 7 8
(M- S
TO MY WIFE SANDRA
ACKNOWLEDGMENTS
The w o r k  d e s c r i b e d  i n  t h i s  t h e s i s  w a s  c a r r i e d  o u t  u n d e r  t h e  g e n e r a l  
s u p e r v i s i o n  o f  D r . W . H . L e e ,  R e a d e r  i n  P h y s i c a l  C h e m i s t r y ,  U n i v e r s i t y  o f  S u r r e y .
I  w i s h  t o  e x p r e s s  my t h a n k s  t o  D r L e e  f o r  h i s  a d v i c e  a n d  e n c o u r a g e m e n t  
t h r o u g h o u t  t h i s  w o r k .
I  w i s h  a l s o  t o  t h a n k  D r . E . P i t t s  f o r  h i s  i n t e r e s t  i n  t h e  w o r k  a n d  f o r  
s e v e r a l  v a l u a b l e  d i s c u s s i o n s .
T h a n k s  a r e  d u e  t o  Mr P . L o n g c r o f t  f o r  t r a n s l a t i n g  a  nu m b er  o f  p a p e r s  i n t o  
E n g l i s h .
SUMMARY
A New M o d e l  i s  p r o p o s e d ,  t o  r e p l a c e  t h e  e x i s t i n g  ' c h a r g e d  s p h e r e '  m o d e l  
f o r  e l e c t r o l y t e  s o l u t i o n s .  C h a r g e  t r a n s p o r t  i n  s u c h  s y s t e m s  i s  e x a m i n e d ,  a n d  
e q u a t i o n s  a r e  d e r i v e d ,  b a s e d  o n  t h i s  m o d e l ,  p r e d i c t i n g  t h e  c o n d u c t i v i t y  o f  
s o l u t i o n s  c o n t a i n i n g  s y m m e t r i c a l ,  u n s y m m e t r i c a l  o r  m ix e d  e l e c t r o l y t e s ,  b o t h  
a s s o c i a t e d  a n d  u n a s s o c i a t e d .  T e c h n i q u e s  a r e  d e v e l o p e d  f o r  t h e  a n a l y s i s  o f  
e x p e r i m e n t a l  c o n d u c t a n c e  d a t a  f o r  s o l u t i o n s  o f  a s s o c i a t e d  u n s y m m e t r i c a l  s a l t s .
The new m o d e l ,  d e v e l o p e d  a n d  e x t e n d e d  f r o m  t h e  o r i g i n a l  1 c o s p h e r e ' c o n c e p t  
o f  G u r n e y r e p r e s e n t s  e a c h  i o n  a s  b e i n g  s u r r o u n d e d  b y  a  c o s p h e r e  o f  r a d i u s  I K .  
The e x p e r i m e n t a l l y  d e t e r m i n a b l e  d i s t a n c e  p a r a m e t e r  R, now i n t r o d u c e d ,  i s  t h e  
d i s t a n c e  b e t w e e n  t h e  i o n s  a t  w h i c h  c a t i o n  a n d  a n i o n  c o s p h e r e s  o v e r l a p .
R i s  d e f i n e d  a s  t h e  d i s t a n c e  a t  w h i c h  s h o r t - r a n g e  r e p u l s i v e  f o r c e s  ( a r i s i n g  
f r o m  t h e  e f f e c t s  o f  d i e l e c t r i c  s a t u r a t i o n  a b o u t  e a c h  i o n ,  h a r d - c o r e  i n t e r a c t i o n s ,  
an d  t h e  p o s s i b l e  f o r m a t i o n  o f  s o l v e n t - s e p a r a t e d  i o n - p a i r s )  b eco m e  s u f f i c i e n t l y  
s i g n i f i c a n t  t o  im p ed e  f u r t h e r  a p p r o a c h  o f  t h e  i o n s ,  a l l o w i n g  t h e  f o r m a t i o n  o f  
c o n t a c t  o r  s o l v e n t - s e p a r a t e d  i o n - p a i r s .  A l l  c a t i o n - a n i o n  p a i r s  c l o s e r  t h a n  R 
a r e  t h u s  d e f i n e d  a s  p a i r e d .  O u t s i d e  t h e  c o s p h e r e  o f  e a c h  i o n ,  a l l  i n t e r a c t i o n s  
b e t w e e n  t h e  c e n t r a l  i o n  a n d  t h e  s o l v e n t  m o l e c u l e s  a r e  a ss u m e d  t o  b e  n e g l i g i b l e ;  
h e n c e  i n  t h i s  r e g i o n  t h e  s o l v e n t  c a n  b e  r i g o r o u s l y  r e p r e s e n t e d  a s  a  d i e l e c t r i c  
c o n t i n u u m  a n d  t h e  B o g o l i u b o v ,  B o r n , G r e e n , K i r k w o o d  and  Y vo n  (BBGKY) h i e r a r c h y  o f  
e q u a t i o n s  c a n  b e  a p p l i e d  w i t h o u t  a p p r o x i m a t i o n  t o  a  s y s t e m  o f  s u c h  c o s p h e r e s .  
I n s i d e  R t h e  d i s c r e t e  n a t u r e  a n d  f i n i t e  s i z e  o f  t h e  s o l v e n t  m o l e c u l e s  b e c o m e s  
s i g n i f i c a n t .
The new  m o d e l  r e p r e s e n t s  a n  a d v a n c e  u p o n  t h e  ' c h a r g e d  s p h e r e '  m o d e l ,  
m a k in g  a l l o w a n c e  f o r  t h e  d i s c o n t i n u o u s  n a t u r e  o f  t h e  s o l v e n t  a n d  t h e  e x i s t e n c e  
o f  i o n - s o l v e n t  i n t e r a c t i o n s , '  w h en  s u c h  i n t e r a c t i o n s  a r e  s t r o n g  (a n d  i n  s u c h  
s y s t e m s  i o n  a s s o c i a t i o n  a n d  t h e  f o r m a t i o n  o f  s o l v e n t  s e p a r a t e d  i o n - p a i r s  a r e  
n o r m a l l y  i m p o r t a n t )  t h e  new m o d e l  i s  p a r t i c u l a r l y  s u i t a b l e .  When i o n - d i p o l e  
i n t e r a c t i o n s  a r e  w e ak  R -> a  an d  t h e  c h a r g e d  s p h e r e  m o d e l  b ec o m e s  r i g o r o u s .
T he e x i s t i n g  c o n d u c t a n c e  e q u a t i o n s  o f  P i t t s ,  F u o s s  & O n s a g e r ,  F u o s s ,  O n s a g e r  
a n d  S k i n n e r ,  K r a e f t  a n d  E b e l i n g ,  M u rp h y a n d  C c h e n ,  C arm an  a n d  Q u i n t  and  V i a l l a r d  
( a l l  b a s e d  on t h e  P r i m i t i v e  M o d e l)  a r e  e x a m in e d  a n d  c o m p a r e d .
C o n d u c t a n c e  m e a s u r e m e n t s  h a v e  b e e n  m ade on s o l u t i o n s  o f  some 2 : 1  s a l t s  i n  
m e t h a n o l  a t  2 5 ° C .  T h i s  d a t a ,  a n d  a  l a r g e  a m o u n t  o f  o t h e r  d a t a  a v a i l a b l e  f r o m  t h e  
l i t e r a t u r e ,  h a s  b e e n  a n a l y s e d  u s i n g  t h e  New M o d e l  c o n d u c t a n c e  e q u a t i o n ;  e x c e l l e n t  
• f i t s ’ o f  t h e  t h e o r e t i c a l  t o  t h e  e x p e r i m e n t a l  d a t a  a r e  f o u n d ,  a n d  v a l u e s  o f  t h e  
p a r a m e t e r s  A o ,  R a n d  IQ h a v e  b e e n  d e t e r m i n e d .  The R v a l u e s  o b t a i n e d  sh ow  c l e a r l y  
t h e  f o r m a t i o n  o f  s o l v e n t  s e p a r a t e d  i o n - p a i r s  i n  many s y s t e m s .
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PART I
INTRODUCTION
5
S E C T IO N  1 T h e  a lm s  o f  t h i s  w o r k
C o n d u c t a n c e  m e a s u r e m e n t s  p r o v i d e  a  v a l u a b l e  t o o l  f o r  t h e  i n v e s t i g a t i o n  o f
i o n - i o n  a n d  i o n - s o l v e n t  i n t e r a c t i o n s  i n  e l e c t r o l y t e  s o l u t i o n s ,  a n d  much w o r k  h a s
b e e n  c a r r i e d  o u t  d u r i n g  t h e  p a s t  20 y e a r s ,  u s i n g  v a r i o u s  e x i s t i n g  e q u a t i o n s ^ 1 - 8 ^
t o  a n a l y s e  e x p e r i m e n t a l  c o n d u c t a n c e  d a t a ,  a n d  t o  o b t a i n  i n f o r m a t i o n  on  i o n  s i z e
a n d  m o b i l i t y ,  and  t h e  e x t e n t  o f  i o n - a s s o c i a t i o n ,  i n  d i l u t e  s o l u t i o n s .  U s i n g  d a t a
o b t a i n e d  a t  d i f f e r e n t  t e m p e r a t u r e s ,  v a l u e s  f o r  t h e  t h e r m o d y n a m i c  p a r a m e t e r s  AG,
( 9)AS a n d  AH o f  a s s o c i a t i o n  h a v e  a l s o  b e e n  d e t e r m i n e d '  ' .  T he v a l u e  o f  t h i s  w o r k  h a s  
h o w e v e r  b e e n  l i m i t e d  b y  a  n u m b er  o f  f a c t o r s .
( 1 )  T h e r e  w e r e ,  b y  1 9 7 5 ,  e i g h t  d i f f e r e n t  e x t e n d e d  c o n d u c t a n c e  e q u a t i o n s  i n
e x i s t e n c e :  t h e  e q u a t i o n  o f  P i t t s  ( 1 9 5 3 )  ^ , t h o s e  o f  F u o s s  an d  O n s a g e r  ( 1 9 5 7 )  ^ ,
F u o s s , 0 n s a g e r  and  S k i n n e r  ( 1 9 6 5 )  ^  , K r a e f t  and  E b e l i n g  ( 1 9 6 9 )  F u o s s  a n d
H s i a  ( 1 9 6 7 )  ^  , M urphy a n d  C o h en  ( 1 9 7 0 )  ^  , C arm an  ( 1 9 7 5 )  ^  a n d  t h a t  o f
{8)Q u i n t  a n d  V i a l l a r d  ( 1 9 7 5 )  . A l t h o u g h  a l l  o f  t h e s e  a r e  s u p p o s e d l y  b a s e d  on
t h e  same m o d e l  f o r  i o n s  i n  s o l u t i o n  ( t h a t  o f  c h a r g e d  s p h e r e s  i n  a  d i e l e c t r i c  
c o n t i n u u m ) , t h e y  d i f f e r  i n  t h e i r  i n t e r p r e t a t i o n  o f  t h e  b a s i c  m o d e l ,  i n  t h e  
m a t h e m a t i c a l  t r e a t m e n t  u s e d ,  and  i n  t h e  a s s u m p t i o n s  a n d  s i m p l i f y i n g  a p p r o x i m a t i o n s  
m ade i n  t h e i r  d e r i v a t i o n .  F o r  t h e s e  r e a s o n s  t h e  r e s u l t s  g i v e n  b y  e a c h  d i f f e r ,  
o f t e n  q u i t e  c o n s i d e r a b l y ,  w hen  t h e y  a r e  u s e d  t o  a n a l y s e  t h e  same d a t a  s
T h i s  h a s  made t h e  e v a l u a t i o n  a n d  i n t e r p r e t a t i o n  o f  t h e  p a r a m e t e r s  d ra w n  f r o m  
e x p e r i m e n t a l  r e s u l t s  v e r y  d i f f i c u l t ,
( 2 )  W ork  h a s  b e e n  r e s t r i c t e d  t o  s y m m e t r i c a l  e l e c t r o l y t e s  a l o n e .  I o n  a s s o c i a t i o n ,
w h i c h  may b e  e x p e c t e d  t o  o c c u r  w i t h  u n s y m m e t r i c a l  s a l t s  i n  a l m o s t  a l l  s o l v e n t s ,
w i l l  t a k e  p l a c e  i n  t w o  o r  m o re  s t a g e s ,  a n d  w i l l  l e a d  t o  t h e  a p p e a r a n c e  o f  new
c h a r g e - c a r r y i n g  s p e c i e s .  U n f o r t u n a t e l y  t h e  o n l y  n o n - l i m i t i n g  c o n d u c t a n c e
e q u a t i o n  s u i t a b l e  f o r  u s e  w i t h  u n s y m m e t r i c a l  s a l t s ,  t h a t  o f  M urphy a n d  C o h en
(12 )w a s  o b t a i n e d  u s i n g  a  r e s t r i c t e d  s o l u t i o n  o f  t h e  O n s a g e r  C o n t i n u i t y  e q u a t i o n  ,
an d  h e n c e  a l l o w s  f o r  t h e  p r e s e n c e  i n  t h e  s o l u t i o n  o f  tw o  i o n i c  s p e c i e s  o n l y .
S i n c e  a t h e o r e t i c a l  e q u a t i o n  s u i t a b l e  f o r  t h e  a n a l y s i s  o f  d a t a  h a s  n o t  b e e n  
a v a i l a b l e ,  v e r y  l i t t l e  e x p e r i m e n t a l  w o r k  h a s  b e e n  c a r r i e d  o u t  on  t h e  c o n d u c t a n c e
o f  u n s y m m e t r i c a l  e l e c t r o l y t e ^ i n  e i t h e r  a q u e o u s  o r  n o n - a q u e o u s  s o l v e n t s ,  a n d
t h i s  v e r y  l a r g e  f i e l d ,  w h i c h  i n c l u d e s  s a l t s  o f  t h e  A l k a l i n e  E a r t h s ,  t h e  
L a n t h a n i d e s ,  t h e  A c t i n i d e s ,  and  m o s t  o f  t h e  T r a n s i t i o n  m e t a l s ,  i s  a l m o s t  
e n t i r e l y  u n e x p l o r e d .
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(3 )  T h e  i n a d e q u a c y  o f  t h e  P r i m i t i v e  M o d e l  f o r  i o n s  i n  s o l u t i o n  i s  w e l l  known
s h o r t  r a n g e  i n t e r a c t i o n s  ( b o t h  i o n - i o n  and i o n - s o l v e n t )  a r e  i g n o r e d ,  a n d
d i e l e c t r i c  s a t u r a t i o n  c l o s e  t o  t h e  i o n s  i s  n o t  t a k e n  i n t o  a c c o u n t .  I n  an
a t t e m p t  t o  o v e r c o m e  t h e s e  p r o b l e m s ,  F u o s s  i n  1 9 7 5 1 9  ^ d e r i v e d  a  c o n d u c t a n c e
e q u a t i o n  b a s e d  on t h e  G u r n e y  M o d e l  f o r  e l e c t r o l y t e  s o l u t i o n s .  U n f o r t u n a t e l y
i t  h a s  b e e n  s h o w n t h a t  t h e  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  u s e d  b y  F u o s s  a r e  n o t
(21)s u i t a b l e  f o r  t h i s  m o d e l ,  a n d  t h e  e q u a t i o n  h a s  b e e n  a b a n d o n e d
The o b j e c t i v e s  o f  t h i s  w o r k  a r e  a s  f o l l o w s :
(a)  t o  e x a m in e  c l o s e l y  a l l  o f  t h e  e x i s t i n g  c o n d u c t a n c e  e q u a t i o n s  f o r  s y m m e t r i c a l  
e l e c t r o l y t e s ,  a n d  t o  d e t e r m i n e  how a n d  why t h e y  d i f f e r .
(b) To d e r i v e  a  new c o n d u c t a n c e  e q u a t i o n  b a s e d  on  a n  i m p r o v e d  m o d e l  f o r  i o n s  i n  
s o l u t i o n .  T h i s  e q u a t i o n  s h o u l d  b e  c o m p l e t e l y  g e n e r a l ,  b e i n g  s u i t a b l e  f o r  
u s e  w i t h  s o l u t i o n s  o f  s y m m e t r i c a l ,  u n s y m m e t r i c a l  a n d  m ix e d  e l e c t r o l y t e s ,  b o t h  
a s s o c i a t e d  a n d  u n a s s o c i a t e d .  In  t h e  New M o de l  p r o p o s e d  h e r e ,  w h i c h  i s  b a s e d  
on  a  c o n c e p t  r a t h e r  s i m i l a r  t o  t h a t  o f  t h e  G u r n e y  C o s p h e r e , a l l o w a n c e
i s  m ade f o r  t h e  b re a k d o w n  o f  t h e  c o n t i n u u m  a p p r o a c h  i n  t h e  c l o s e  v i c i n i t y  o f  
t h e  i o n s ,  s i n c e  h e r e  s h o r t  r a n g e  f o r c e s  a n d  d i e l e c t r i c  s a t u r a t i o n  o c c u r ,  a n d  
t h e  d i s c o n t i n u o u s  n a t u r e  o f  t h e  s o l v e n t  b e c o m e s  i m p o r t a n t .  The c o n c e p t  o f  
i o n - a s s o c i a t i o n  w i l l  b e  i n c l u d e d  i n  t h e  i n i t i a l  m o d e l .
(c )  To d e v e l o p  t e c h n i q u e s  f o r  t h e  a n a l y s i s  o f  c o n d u c t a n c e  d a t a  f o r  a s s o c i a t e d  
u n s y m m e t r i c a l  e l e c t r o l y t e s ,  u s i n g  b o t h  t h e  new e q u a t i o n  d i s c u s s e d  a b o v e ,  a n d  
a n  a d a p t a t i o n  o f  t h e  Q u i n t - V i a l l a r d  e q u a t i o n ^  f o r  m ix e d  s a l t s .  B e c a u s e  o f  
t h e  v e r y  l i m i t e d  am o u n t  o f  e x p e r i m e n t a l  d a t a  f o r  u n s y m m e t r i c a l  e l e c t r o l y t e s  
a v a i l a b l e  i n  t h e  l i t e r a t u r e ,  c o n d u c t a n c e  m e a s u r e m e n t s  h a v e  b e e n  made o n  t h e  
f o l l o w i n g  2 : 1  s a l t s  i n  m e t h a n o l  a t  2 5 ° C :  B a C l2 , B a B r 2 , Ba(ClC>4 ) 2 , S r C l 2 , S r l 2 , 
S r ( N 0 3 ) 2 , Z n C l2 , Z n ( C 1 0 4 ) 2 , C d C l2 a n d  C d l 2 .
I n  s e c t i o n  2 o f  t h i s  C h a p t e r ,  a  g e n e r a l  a n d  q u a l i t a t i v e  d e s c r i p t i o n  o f  i o n - i o n  
a n d  i o n - s o l v e n t  i n t e r a c t i o n s ,  a n d  t h e  c a u s e s  o f  c h a r g e  t r a n s p o r t  i n  e l e c t r o l y t e  
s o l u t i o n s  i s  g i v e n ;  i n  s e c t i o n  3 t h e  f u n d a m e n t a l  s t a t i s t i c a l  m e c h a n i c a l  e q u a t i o n s ,  
u p o n  w h i c h  a l l  m o d ern  e l e c t r o l y t e  t h e o r y  ( b o t h  e q u i l i b r i u m  a n d  n o n - e q u i l i b r i u m )
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s o l u t i o n  i s  i n t r o d u c e d ,  a n d  a  c o n d u c t a n c e  e q u a t i o n  b a s e d  o n  t h i s  m o d e l  i s
d e r i v e d  i n  P a r t s  I I  a n d  I I I .  F o r  t h e  p u r p o s e  o f  c o m p a r i s o n  a n  e q u a t i o n  b a s e d
o n  t h e  P r i m i t i v e  M o d e l  i s  a l s o  o b t a i n e d .  The m a t r i x  m e t h o d s  o f  O n s a g e r  an d  
( 2 3 )Kim a r e  u s e d  t o  o b t a i n  f i n a l  c o n d u c t a n c e  e q u a t i o n s  w h i c h  a r e  c o m p l e t e l y  
g e n e r a l ;  b y  w r i t i n g  t h e  O n s a g e r  C o n t i n u i t y  E q u a t i o n  i n  t e r m s  o f  c h a r g e  d e n s i t y ,  
r a t h e r  t h a n  o f  t h e  p o t e n t i a l  o r  o f  t h e  d i s t r i b u t i o n  f u n c t i o n  a b o u t  a  g i v e n  i o n ,  
a n  i m p r o v e d  g e n e r a l  m e t h o d  f o r  s o l v i n g  t h i s  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n  i s  d e v i s e d .
I n  P a r t  V t h e  e x i s t i n g  c o n d u c t a n c e  e q u a t i o n s  l i s t e d  a b o v e  a r e  e x a m in e d  i n  
d e t a i l ,  t o  d e t e r m i n e  how a n d  why t h e y  d i f f e r ,  b o t h  f r o m  e a c h  o t h e r ,  a n d  f r o m  
t h e  P r i m i t i v e  M o d e l  e q u a t i o n  d e r i v e d  i n  P a r t  I I I .
The r e m a i n i n g  c h a p t e r s  o f  t h i s  w o r k  d i s c u s s  t h e  a p p l i c a t i o n  o f  t h e  v a r i o u s  
e q u a t i o n s  t o  t h e  a n a l y s i s  o f  e x p e r i m e n t a l  c o n d u c t a n c e  d a t a ;  i n  p a r t i c u l a r ,  t e c h n i q u e s  
a r e  d e v e l o p e d  f o r  t h e  a n a l y s i s  o f  d a t a  f o r  a s s o c i a t e d  u n s y m m e t r i c a l  s a l t s .
i s  b a s e d ,  a r e  b r i e f l y  d i s c u s s e d .  I n  s e c t i o n  4 t h e  N e w  M o d e l  f o r  i o n s  i n
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S E C T IO N  2 E L E C T R O L Y T E  S O L U T IO N S
The o r g a n i s a t i o n  o f  i o n s  a n d  s o l v e n t  m o l e c u l e s  i n  e l e c t r o l y t e  s o l u t i o n s  i s  
d e p e n d e n t  upon  i n t e r a c t i o n s  o f  f o u r  t y p e s ;  d i p o l e - d i p o l e ,  i o n - d i p o l e ,  i o n - i o n ,  a n d  
w h a t  we s h a l l  r e f e r  t o  a s  i o n - d i p o l e - i o n  f o r c e s .
(1 ) d i p o l e - d i p o l e  f o r c e s
I n  p o l a r  s o l v e n t s  d i p o l e - d i p o l e  f o r c e s  a r e  s u f f i c i e n t l y  s t r o n g  t o  p a r t i a l l y  
o v e r c o m e  t h e  d i s o r g a n i s i n g  e f f e c t  o f  ra n d o m  t h e r m a l  m o t i o n ,  a n d  t o  im p o s e  some  
s h o r t - r a n g e  o r d e r  u p o n  t h e  s y s t e m .
( 2 ) i o n - d i p o l e  f o r c e s
When a n  e l e c t r o l y t e  i s  a d d e d  t o  a  p o l a r  s o l v e n t ,  i o n - d i p o l e  f o r c e s  o v e r c o m e  
t h e  l a t t i c e  e n e r g y  o f  t h e  s o l i d ,  a n d  s o l v a t e d  i o n s  a r e  r e l e a s e d , b e i n g  f r e e  t o  
w a n d e r  t h r o u g h o u t  t h e  s o l u t i o n .
I f  we c o n s i d e r  an  i s o l a t e d  i o n ,  t h e  o r g a n i s a t i o n  o f  t h e  s o l v e n t  s u r r o u n d i n g
i t  w i l l  v a r y  w i t h  d i s t a n c e ,  b e i n g  d e p e n d e n t  on  t h e  r e l a t i v e  s t r e n g t h s  o f  t w o
o p p o s i n g  f o r c e s ,  i o n - d i p o l e  a n d  d i p o l e - d i p o l e .  I o n - d i p o l e  i n t e r a c t i o n s  w i l l  c a u s e
s o l v e n t  m o l e c u l e s  i n  d i r e c t  c o n t a c t  w i t h  t h e  i o n  t o  b e  s t r o n g l y  a l i g n e d  a n d
8  —1p o l a r i s e d  b y  t h e  i n t e n s e  e l e c t r i c  f i e l d  a t  i t s  s u r f a c e  ( 'MlO v o l t  cm ) ,  a n d  some  
o r  a l l  o f  t h e s e  m o l e c u l e s  w i l l  move w i t h  t h e  i o n  a s  i t  t r a v e l s  t h r o u g h  t h e  s o l u t i o n .  
A t  l a r g e  d i s t a n c e s  f r o m  t h e  c e n t r a l  i o n ,  d i p o l e - d i p o l e  f o r c e s  w i l l  p r e d o m i n a t e ,  a n d  
t h e  s o l v e n t  m o l e c u l e s  w i l l  s t i l l  b e  p a r t  o f  t h e  b u l k  s o l v e n t  s t r u c t u r e .  An  
i n t e r m e d i a t e  ’ d i s o r g a n i s e d 1 r e g i o n  w i l l  e x i s t  i n  w h i c h  n e i t h e r  f o r c e  i s  p r e d o m i n a n t ,  
a n d  h e n c e  s o l v e n t  m o l e c u l e s  w i l l  b e  p a r t i a l l y  a l i g n e d  b y  t h e  f i e l d  o f  t h e  i o n ,  b u t  
w i l l  n o t  move w i t h  i t  t h r o u g h  t h e  s o l u t i o n ;  h o w e v e r  t h e y  w i l l  n o t  b e  p a r t  o f  t h e  
b u l k  s o l v e n t  s t r u c t u r e .
E ach  i o n  i n  a  s o l u t i o n  i s  e f f e c t i v e l y  e n c l o s e d  i n  a  ' c a g e 1 o f  s u r r o u n d i n g  
s o l v e n t  m o l e c u l e s . T h e r m a l  f o r c e s  w i l l  r e s u l t  i n  c o n t i n u o u s  ra n d o m  m o t i o n  o f  
t h e  i o n  i n s i d e  t h e  c a g e  u n t i l  a  c h a n c e  s i t u a t i o n  a r i s e s  i n  w h i c h  t h e  i o n  h a s  
s u f f i c i e n t  t r a n s l a t i o n a l  e n e r g y  i n  t h e  c o r r e c t  d i r e c t i o n ,  a n d  a  g a p  e x i s t s  i n  t h e  
s u r r o u n d i n g  m o l e c u l e s ;  t h e  i o n  w i l l  t h e n  e s c a p e  f r o m  t h i s  c a g e  i n t o  a n o t h e r .  I n  
t h i s  ra n d o m  t h e r m a l  ' ju m p '  t h e  i o n  w i l l  c a r r y  w i t h  i t  (on a v e r a g e )  some n u m b er  n 
o f  s o l v e n t  m o l e c u l e s ,  w h e r e  n  i s  t h e  s o l v a t i o n  n u m b er  o f  t h e  i o n  i n  t h i s  p a r t i c u l a r  
s o l v e n t .  The s o l v e n t  m o l e c u l e s  r e m a i n i n g  b e h i n d  i n  t h e  ' d i s o r g a n i s e d '  r e g i o n  w i l l  
t h e n  r e j o i n  t h e  b u l k  s o l v e n t  s t r u c t u r e ,  a n d  a h e a d  o f  t h e  i o n ,  i o n - d i p o l e  f o r c e s
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now o v e r c o m e  d i p o l e - d i p o l e  f o r c e s  i n  t h e  s o l v e n t  a n d  a  new i n t e r m e d i a t e  r e g i o n  
w i l l  b e  f o r m e d .  The t h r e e  s o l v e n t  r e g i o n s  a b o u t  a n  i o n  a r e  show n i n  F i g u r e  1 .
F IG .  1
(3) I o n - i o n  f o r c e s
When a  f i n i t e  c o n c e n t r a t i o n  o f  e l e c t r o l y t e  e x i s t s ,  i o n - i o n  i n t e r a c t i o n s  
w i l l  beco m e s i g n i f i c a n t .  T h e s e  i n t e r a c t i o n s  a r e  o f  tw o  t y p e s ,  ( 1 )  l o n g  r a n g e  
c o u l o m b i c  f o r c e s ,  a n d  ( 2) s h o r t - r a n g e  f o r c e s  o f  v a r i o u s  t y p e s ( 2 4 ' 2 5 ) .
(a) L o n g - r a n g e  f o r c e s
When tw o  i o n s  a r e  f a r  a p a r t  t h e y  i n t e r a c t  t h r o u g h  c o u l o m b i c  f o r c e s  o n l y .  
F o r  tw o  i o n s  w i t h  c h a r g e s  a n d  e.. a t  a  d i s t a n c e  r  a p a r t ,  t h e  f o r c e  b e t w e e n
2
th e m  i s  s i m p l y
F = e . e . / D r
1  J
w h e r e  D = t h e  b u l k  d i e l e c t r i c  c o n s t a n t
o f  t h e  p u r e  s o l v e n t .  Two p o i n t  c h a r g e s  i n  a d i l e c t r i c  c o n t i n u u m  w o u l d  e x e r t  
e x a c t l y  t h e  sam e f o r c e  upon  e a c h  o t h e r .
(b) S h o r t - r a n g e  f o r c e s
A s  tw o  i o n s  a p p r o a c h ,  a  p o i n t  i s  r e a c h e d  a t  w h i c h  v a r i o u s  s h o r t  r a n g e  
i n t e r a c t i o n s  b eco m e s i g n i f i c a n t ;  t h e s e  a r i s e  f r o m  t h e  f a c t  t h a t  t h e  i o n s  
a r e  n o t  p o i n t  c h a r g e s ,  a n d  t h e  s o l v e n t  i s  n o t  a  d i e l e c t r i c  c o n t i n u u m ,  b u t  
c o n s i s t s  o f  d i s c r e t e  m o l e c u l e s  o f  f i n i t e  s i z e .  T h e s e  f o r c e s  c a n  b e  d e s c r i b e d  
u n d e r  t h r e e  h e a d i n g s :
( i )  P o l a r i s a t i o n  e f f e c t s
When tw o  i o n s  a r e  i n  c l o s e  p r o x i m i t y ,  t h e  f i e l d  o f  e a c h  w i l l  t e n d  t o  p o l a r i s e
t h e  o t h e r (24 ) T h i s  g i v e s  r i s e  t o  a n  e x t r a  a t t r a c t i v e  f o r c e  b e t w e e n  t h e  i o n s
( *  l / r 3 ) .
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( i i )  E f f e c t s  d u e  t o  d i e l e c t r i c  s a t u r a t i o n  a b o u t  t h e  i o n s
The a l i g n m e n t . o f  s o l v e n t  m o l e c u l e s  a b o u t  e a c h  i o n  r e s u l t s  i n  d i e l e c t r i c  . 
s a t u r a t i o n  i n  t h e s e  r e g i o n s ^ 2 6  ^ ( s e e  F i g u r e  2 ) ,
t h i s  r e s u l t s  i n  a n  e x t r a  r e p u l s i v e  f o r c e  b e t w e e n  t h e  i o n s ^ 2 5 ' 2 7 , 2 8  ^ ( a l s o  
“ 1 / r 5 ) .
. ( i i i )  H ard  c o r e  i n t e r a c t i o n s
o TO
H ard  c o r e  r e p u l s i v e  f o r c e s  o c c u r  w h i c h  a r e  «= 1 / r  -»• 1 / r  .
I f  we c o n s i d e r  a l l  o f  t h e  e f f e c t s  d i s c u s s e d  s o  f a r ,  a  p l o t  o f  t h e  p o t e n t i a l  o f
a v e r a g e  f o r c e  b e t w e e n  tw o  o p p o s i t e l y  c h a r g e d  i o n s  (W ?. ) , a g a i n s t  r . . ( t h e  d i s t a n c e
3 1  1 3
b e t w e e n  them ) w i l l  h a v e  t h e  g e n e r a l  f o r m  show n i n  F i g u r e  3 .  I t  m u s t  b e  r e c o g n i s e d
t h a t  t h e  p i c t u r e  g i v e n  i n  F i g . 3 i s  v e r y  g e n e r a l ;  t h e  b e h a v i o u r  o f  t h e  s h o r t - r a n g e
*
p o t e n t i a l  ( V ^ )  i s  v e r y  ' s y s t e m  s p e c i f i c 1 .
(4)  I o n - d i p o l e - i o n  i n t e r a c t i o n s
W h e n ' i o n s  a r e  o n l y  2 o r  3 s o l v e n t  m o l e c u l e  d i a m e t e r s  (d g ) a p a r t ,  t h e  d i s c o n t i n u o u s  
m o l e c u l a r  n a t u r e  o f  t h e  s o l v e n t  b e c o m e s  s i g n i f i c a n t ,  a n d  t h e  d i s t r i b u t i o n  f u n c t i o n
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f o r  t h e  tw o  i o n s  w i l l  c e a s e  t o  b e  a s m o o t h  a n d  c o n t i n u o u s  f u n c t i o n  o f  r .
C o n s i d e r  t h e  s i t u a t i o n  when we h a v e  a n  a n i o n  a n d  a  c a t i o n  s e p a r a t e d  b y  a  
s i n g l e  s o l v e n t  m o l e c u l e  ( s e e  F i g u r e  4 ) .
The i n t e n s e  f i e l d s  o f  t h e  tw o  i o n s  w i l l  s t r o n g l y  p o l a r i s e  t h e  s o l v e n t  m o l e c u l e  
b e t w e e n  th e m ;  t h e  s p e c i e s  show n i n  F i g u r e  4 w i l l  a c h i e v e  some d e g r e e  o f  s t a b i l i t y ,  
a n d  i s  r e f e r e d  t o  a s  a  s o l v e n t  s e p a r a t e d  i o n  p a i r  ( S S I P ) . The s t a b i l i t y  o f
mm J, _
M ( s o l v .  )X  w i l l  b e  d e p e n d e n t  upon t h e  p o l a r i s i n g  p o w e r  o f  t h e  M an d  X i o n s ,  a n d
o n  t h e  p o l a r i s a b i l i t y  o f  t h e  s o l v e n t  m o l e c u l e .  F o r  t h e  i o n s  t o  a p p r o a c h  f u r t h e r ,
(29 1t h e  s o l v e n t  m o l e c u l e  m u s t  b e  f o r c e d  o u t  .
S m a l l  o r  h i g h l y  c h a r g e d  i o n s  w i l l  h a v e  t h e  g r e a t e s t  p o l a r i s i n g  p o w e r ,  a n d  w i t h  
i o n s  o f  t h i s  t y p e  s p e c i e s  s u c h  a s  t h a t  show n i n  F i g u r e  5 may b e  r e a s o n a b l y  s t a b l e .
(29-321T h e r e  i s  c o n s i d e r a b l e  k i n e t i c  a n d  s p e c t r o s c o p i c  e v i d e n c e  f o r  t h e  e x i s t e n c e
o f  s p e c i e s  o f  t h e  t y p e  show n i n  F i g s . 4 a n d  5 .
The s t a b i l i t y  o f  s p e c i e s  s u c h  a s  t h i s ,  a n d  t h e  e x t r a  f o r c e  r e q u i r e d  t o  ' s q u e e z e  
o u t '  t h e  s o l v e n t  m o l e c u l e s  s e p a r a t i n g  t h e  i o n s ,  w i l l  r e s u l t  i n  a  p l o t  o f  ( t h e
p o t e n t i a l  o f  a v e r a g e  f o r c e  b e t w e e n  t h e  i o n s )  a g a i n s t  r  o f  t h e  g e n e r a l  f o r m  show n  
i n  F i g u r e  6 . I t  m u s t  b e  r e c o g n i s e d ,  h o w e v e r ,  t h a t  a g a i n  t h e  p i c t u r e  g i v e n  h e r e  i s  
v e r y  g e n e r a l .  The r e l a t i v e  d e p t h s  o f  t h e  p o t e n t i a l  w e l l s  A ,B  a n d  C w i l l  d e p e n d  
o n  t h e  p o l a r i s i n g  p o w e r  o f  e a c h  i o n ,  a n d  o n  t h e  p o l a r i s a b i l i t y  o f  t h e  s o l v e n t  
m o l e c u l e s .  The o t h e r  s h o r t  r a n g e  e f f e c t s  d i s c u s s e d  a b o v e  ( w h ic h  a r e  t h e m s e l v e s  
d e p e n d e n t  upon t h e  p o l a r i s a b i l i t y  o f  t h e  i o n s ,  and  t h e  e x t e n t  o f  t h e  s o l v e n t  
s h e l l s  a b o u t  e a c h  i o n ) , m u s t  a l s o  b e  c o n s i d e r e d ;  t h e s e  e f f e c t s  b e i n g  s u p e r i m p o s e d  
o n  i o n - d i p o l e - i o n  i n t e r a c t i o n s .
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ION ASSOCIATION
T he t e n d e n c y  o f  i o n s  t o  a s s o c i a t e  i n  p a i r s ,  o r  l a r g e r  a g g r e g a t e s ,  i s  d e p e n d e n t  
u p o n  a  b a l a n c e  o f  c o u l o m b i c ,  t h e r m a l ,  a n d  s o l v a t i o n  f o r c e s .  W h e re  a t t r a c t i v e  
e l e c t r o s t a t i c  f o r c e s  a r e  l a r g e  (when t h e  c h a r g e s  on  t h e  i o n s  a r e  h i g h ,  o r  w h en  t h e  
d i e l e c t r i c  c o n s t a n t  o f  t h e  s o l v e n t  i s  l o w ) , i o n  p a i r s  w i l l  t e n d  t o  f o r m ,  a n d  w i l l  
b e  r e a s o n a b l y  s t a b l e ,  e x i s t i n g  f o r  p e r i o d s  o f  t i m e  w h i c h  a r e  l o n g  c o m p a re d  w i t h  t h e  
t i m e  r e q u i r e d  f o r  a  s i n g l e  B r o w n i a n  d i s p l a c e m e n t .  T h e s e  i o n  p a i r s  w i l l  n o t  t a k e  
p a r t  i n  c h a r g e  t r a n s p o r t ,  a n d  w i l l  b e  ' s e e n '  a s  d i p o l e s  b y  t h e  o t h e r  i o n s  i n  t h e  
s o l u t i o n .
W h e re  s p e c i e s  s u c h  a s  t h o s e  show n i n  F i g s . 4 a n d  5 a r e  f a i r l y  s t a b l e  a n d  l o n g  
l i v e d ,  i o n  p a i r i n g  w i l l  e f f e c t i v e l y  o c c u r  . . in  tw o  o r  t h r e e  s t a g e s ,  f o r  e x a m p l e ;
R
(ROH) + X_ (ROH)m =£== M+ . . . A — H. . . 0 — H. . ,X~ + (m+n-2)R0H
R
M+ . . . 0 — H. . .X~ + (m +n-1)  ROH M+ . . X _ + (mtn)ROH
R
w h e r e  ROH i s  a  h y d r o x y l i e  s o l v e n t .
C o n s i d e r  now t h e  a p p r o a c h  o f  tw o  i o n s  o f  o p p o s i t e  c h a r g e  s i g n .  The i o n s  w i l l
g r a d u a l l y  d i f f u s e  t o g e t h e r  u n d e r  the. i n f l u e n c e  o f  c o u l o m b i c  f o r c e s ,  u n t i l  a  
' c a g e  t o  c a g e '  jump o c c u r s ,  w h i c h  b r i n g s  t h e  i o n s  i n t o  a  s i t u a t i o n  w h e r e  o n l y  o n e  
o r  t w o  s o l v e n t  m o l e c u l e s  l i e  b e t w e e n  th e m .  I f  t h e  i o n s  a r e  s m a l l  o r  h i g h l y  c h a r g e d ,
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a n d  t h e  s o l v e n t  m o l e c u l e  i s  r e a d i l y  p o l a r i s a b l e ,  a  s t a b l e  o r  s e m i - s t a b l e  s p e c i e s  o f  
t h e  t y p e  show n i n  F i g . 5 w i l l  b e  f o r m e d .  A t  t h i s  s t a g e ,  e i t h e r  a  t h e r m a l  e n c o u n t e r  
o f  s u f f i c i e n t  e n e r g y  w i l l  o c c u r ,  w h i c h  w i l l  b r e a k  up  t h e  S S I P ,  o r  i f  s u f f i c i e n t  
t r a n s l a t i o n a l  e n e r g y  i n  t h e  c o r r e c t  d i r e c t i o n  i s  a v a i l a b l e ,  o n e  o f  t h e  s o l v e n t  
m o l e c u l e s  w i l l  b e  f o r c e d  o u t .  The r e l a t i v e  p r o b a b i l i t y  o f  e i t h e r  a l t e r n a t i v e ,  
a n d  t h e  a v e r a g e  t i m e  t h e  s p e c i e s  w i l l  e x i s t  b e f o r e  o n e  o r  o t h e r  c h a n g e  o c c u r s ,  w i l l  
v a r y  w i t h  t h e  p a r t i c u l a r  s y s t e m  b e i n g  c o n s i d e r e d ,  a n d  i s  d e p e n d e n t  on  t h e  d e p t h  o f  
t h e  p o t e n t i a l  w e l l  C ( s e e  F i g . 6 ) ,  a n d  t h e  r e l a t i v e  h e i g h t s  o f  t h e  p o t e n t i a l  b a r r i e r s  
o n  e i t h e r  s i d e  o f  i t .  I n  m any c a s e s  C w i l l  b e  v e r y  s h a l l o w ,  a n d  B w i l l  b e  t h e  f i r s t
s t a b l e  s p e c i e s  t o  b e  f o r m e d .  W h e re  b o t h  i o n s  a r e  l a r g e  a n d  u n i v a l e n t ,  b o t h  C a n d  B 
w i l l  b e  s h a l l o w ,  a n d  c o n t a c t  i o n  p a i r s  (CIP) w i l l  b e  fo r m e d  d i r e c t l y .
THE DISTRIBUTION OF IONS IN A SOLUTION
E ach i o n  i n  a  s o l u t i o n  w i l l  a t t r a c t  i o n s  o f  o p p o s i t e  c h a r g e ,  and  r e p e l  t h o s e  o f  
l i k e  c h a r g e ;  t h u s  t h e  t i m e - a v e r a g e  c h a r g e  d e n s i t y  a b o u t  a  g i v e n  i o n  w i l l  b e  o p p o s i t e  
i n  s i g n  t o  t h e  c e n t r a l  i o n  i t s e l f ,  T h i s  e x c e s s  o f  o p p o s i t e l y  c h a r g e d  i o n s  i s  t h e  
1 i o n - a t m o s p h e r e ' o f  D e b y e  a n d  H u c k e l .
I n  F i g . 7 we g i v e  a  g e n e r a l i s e d  p l o t  o f  t h e  p a i r  d i s t r i b u t i o n  f u n c t i o n  t h i s
g i v e s  t h e  p r o b a b i l i t y  o f  f i n d i n g  a n  i - i o n  i n  a  v o l u m e  e l e m e n t  d r 2 and  a  j - i o n  i n  d r ^  
s i m u l t a n e o u s l y ,  w h e r e  dr.^ a n d  d r 2 a r e  a t  a  d i s t a n c e  r  a p a r t  ( s e e  F i g u r e  )3  ) .
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I n  F i g . 7 t h e  t y p e  o f  p l o t  t o  b e  e x p e c t e d  f o r  a p a i r  o f  o p p o s i t e l y  c h a r g e d  i o n s
i s  g i v e n .  The g r a d u a l  i n c r e a s e  i n  f . .  w i t h  d e c r e a s i n g  r  i s  d u e  t o  t h e  a t t r a c t i v ej *-
c o u l o m b i c  f o r c e  e x i s t i n g  b e t w e e n  t h e  t w o  i o n s ;  h o w e v e r , h a r d  c o r e  i n t e r a c t i o n s  
w i l l  c a u s e  f . .  t o  d e c r e a s e  r a p i d l y  t o  z e r o  w hen  r  < a ( a  = t h e  sum o f  t h e  c r y s t a l  
r a d i i  f o r  t h e  a n i o n  a n d  c a t i o n ) . I f  we c o n s i d e r  c o u l o m b i c  a n d  h a r d  c o r e  f o r c e s  
a l o n e ,  w i l l  b e  d e s c r i b e d  b y  a  p l o t  o f  t h e  t y p e  show n b y  a  b r o k e n  l i n e  i n  F i g . 7 .
W h e re  a l l o w a n c e  i s  made f o r  t h e  d i s c o n t i n u o u s  n a t u r e  o f  t h e  s o l v e n t ,  an d  t h e  p o s s i b l e  
f o r m a t i o n  o f  s t a b l e  o r  s e m i - s t a b l e  S S I P ' s ,  a  p l o t  l i k e  t h a t  sh o w n  b y  a  c o n t i n u o u s  
l i n e  i n  F i g . 7 i s  t o  b e  e x p e c t e d .
CHARGE TRANSPORT IN ELECTROLYTE SOLUTIONS
I n  e l e c t r o l y t e  s o l u t i o n s ,  a  ' d r i f t '  o r  ' f l u x '  o f  i o n s  c a n  a r i s e  i n  o n e  o f  
t h r e e  w a y s .
( 1 )  D i f f u s i o n
A c o n c e n t r a t i o n  g r a d i e n t  i n  t h e  s o l u t i o n  w i l l  l e a d  t o  a  f l u x  o f  i o n s  b e t w e e n  
r e g i o n s  o f  h i g h  and  l o w  c o n c e n t r a t i o n .
(2 )  C o n d u c t i o n
D i f f e r e n c e s  i n  e l e c t r o s t a t i c  p o t e n t i a l ,  d u e  e i t h e r  t o  i n t e r n a l  o r  e x t e r n a l  
f i e l d s ,  w i l l  c a u s e  a  ' d r i f t '  o f  i o n s  t h r o u g h  t h e  s o l u t i o n .
(3)  H y d ro d y n a m ic  f l o w
M ovem ent o f  t h e  s o l v e n t  a s  a  w h o l e  w i l l  c a r r y  t h e  i o n s  w i t h  i t ,  l e a d i n g  t o  
a  f l o w  o f  c h a r g e .
I n  t h i s  w o rk  we a r e  p r i n c i p a l l y  c o n c e r n e d  w i t h  ( 2 ) ,  a n d  w i t h  t h e  d e r i v a t i o n  
o f  a  t h e o r e t i c a l  e x p r e s s i o n  f o r  t h e  ' d r i f t  v e l o c i t y '  o f  i o n s  u n d e r  t h e  i n f l u e n c e  
o f  a n  e x t e r n a l  f i e l d .
I f  we c o n s i d e r  a n  i s o l a t e d  i o n  ( i . e .  a n  i o n  i n  a n  i n f i n i t e l y  d i l u t e  s o l u t i o n ) ,  
t h e n  i t s  d r i f t  v e l o c i t y  w i l l  d e p e n d  o n l y  u p o n  t h e  r e s i s t a n c e  i t  e n c o u n t e r s  a s  i t  
m o v e s  t h r o u g h  t h e  s o l v e n t ;  t h e  v e l o c i t y  w i l l  b e  a  f u n c t i o n  o f  i o n - s o l v e n t  
i n t e r a c t i o n s  a l o n e .
A s  t h e  c o n c e n t r a t i o n  o f  s o l u t e  i n c r e a s e s ,  t w o  e f f e c t s  a r i s e  w h i c h  r e t a r d  t h e  
m o t i o n  o f  t h e  i o n .
( 1 )  t h e  R e l a x a t i o n  e f f e c t
We h a v e  s e e n  a b o v e  t h a t ,  b e c a u s e  o f  i o n - i o n  i n t e r a c t i o n s ,  e a c h  i o n  i s  
s u r r o u n d e d  b y  an  i o n - a t m o s p h e r e  o f  o p p o s i t e  c h a r g e  s i g n  t o  i t s e l f .  A t  e q u i l i b r i u m  
t h i s  a t m o s p h e r e  w i l l  b e  s p h e r i c a l l y  s y m m e t r i c a l  a b o u t  t h e  r e f e r e n c e  i o n ;  h o w e v e r ,  
w h en  an  e x t e r n a l  f i e l d  i s  a p p l i e d ,  t h e  m o t i o n  o f  t h e  i o n s  i n  t h e  f i e l d  d i r e c t i o n  
w i l l  c a u s e  an a s y m m e t r y  i n  t h e  i o n  a t m o s p h e r e .  I t  c a n  b e  s e e n  f r o m  F i g . 8 t h a t
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t h i s  a s y m m e t r y  w i l l  g i v e  r i s e  t o  a  l o c a l  f i e l d  ( t h e  r e l a x a t i o n  f i e l d )  a c t i n g  
i n  t h e  o p p o s i t e  d i r e c t i o n  t o  t h e  e x t e r n a l  f i e l d .
(2 )  t h e  E l e c t r o p h o r e t i c  e f f e c t
The i o n s  w h i c h  m ake u p  t h e  ' a t m o s p h e r e *  o f  t h e  r e f e r e n c e  i o n  w i l l  b e  m o v i n g  
i n  t h e  o p p o s i t e  d i r e c t i o n  t o  t h e  c e n t r a l  i o n ,  and  w i l l  t e n d  t o  c a r r y  t h e  s u r r o u n d i n g  
s o l v e n t  m o l e c u l e s  w i t h  t h e m ;  h e n c e  t h e  r e f e r e n c e  i o n  m u s t  m o ve  a g a i n s t  a l o c a l  
r e t a r d i n g  h y d r o d y n a m i c  c u r r e n t .
F o r  t h e  c a l c u l a t i o n  o f  b o t h  o f  t h e s e  e f f e c t s ,  we r e q u i r e  e x p r e s s i o n s  f o r  t h e  
e q u i l i b r i u m  and n o n - e q u i l i b r i u m  d i s t r i b u t i o n  f u n c t i o n s .  I n  s e c t i o n  3 a  sum m ary  o f  
t h e  d e r i v a t i o n  o f  t h e  b a s i c  s t a t i s t i c a l  m e c h a n i c a l  e q u a t i o n s  ( t h e  BBGKY h i e r a r c h y  
e q u a t i o n s  a n d  t h e  L i o u v i l l e  E q u a t i o n s )  f r o m  w h i c h  t h e s e  e x p r e s s i o n s  may b e  d e r i v e d  
i s  g i v e n .
S E C T IO N  3 S T A T I S T I C A L  M E C H A N IC A L  B A S IS  O F E L E C T R O L Y T E  T H E O R Y
C o n s i d e r  a  s o l u t i o n  c o n s i s t i n g  o f  a  t o t a l  o f  N i o n s  p l u s  Ng s o l v e n t  m o l e c u l e s ,
l e t  N + N = M. s
To c o m p l e t e l y  d e f i n e  t h e  s y s t e m  we r e q u i r e  3 s p a c e  c o o r d i n a t e s  a n d  3 momentum  
c o o r d i n a t e s  f o r  e a c h  i o n  a n d  s o l v e n t  m o l e c u l e .  T hus a  s i n g l e  p o i n t  ( r ^ , ^ , • •  • 
P 2 , . . . , p M) i n  a  6M - d i m e n s i o n a l  p h a s e  s p a c e  w i l l  r e p r e s e n t  t h e  p o s i t i o n  a n d  
d y n a m i c a l  s t a t e  o f  a l l  M p a r t i c l e s  i n  t h e  s y s t e m  a t  some t i m e  t Q. F o r  c o n v e n i e n c e  
w e w r i t e  s u c h  a  p o i n t  a s  ( r  , p ) . I n  p r i n c i p l e ,  o n c e  ( r  , p )  i s  known a t  t Q, t h e n  
f r o m  H a m i l t o n ' s  e q u a t i o n s  t h e  s i t u a t i o n  a t  a n y  f u t u r e  t i m e  t ^  c a n  b e  f o r c a s t .
( 3 3 )We now i n t r o d u c e  G i b b f t  c o n c e p t  o f  a  c a n n o n i c a l  e n s e m b l e  , w h i c h  i s  a n  
a s s e m b l y  o f  N i d e n t i c a l  s y s t e m s  ( w h e re  N -»•«>) i n  t h e r m a l  c o n t a c t ,  a n d  i s o l a t e d  
f r o m  t h e  o u t s i d e  w o r l d .  W i t h  e a c h  s y s t e m  r e p r e s e n t e d  b y  a  p o i n t  i n  p h a s e  s p a c e ,
( 3 4 y
t h e  e n t i r e  e n s e m b l e  may b e  d e s c r i b e d  b y  a  d i s t r i b u t i o n  o f  s u c h  p o i n t s  ( s e e  F i g . 9 ) .  
L e t  t h e  nu m b er  o f  s y s t e m s  i n  some s m a l l  e l e m e n t  ,+Sr6p  a t  ( r  , p )  = p Q ( r , p , t Q) S r f i p  
a t  t i m e  t  (pQ i s  a  d e n s i t y  f u n c t i o n ) . Then  a f t e r  n o r m a l i s a t i o n ,  t h e  p r o b a b i l i t y  
o f  a  g i v e n  s y s t e m  h a v i n g  t h e  c o n f i g u r a t i o n  ( r  , p) i s  g i v e n  b y ;  PM6r S p  w h e r e :
PM( r , p , t Q) =
P 0 ( r , P , t o )
( i . l )
P 0 ( r , p , t Q ) d r  d p
i s  a n  M - p a r t i c l e  d i s t r i b u t i o n  f u n c t i o n  g i v i n g  t h e  p r o b a b i l i t y  o f  f i n d i n g
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p a r t i c l e  1 a t  h a v i n g  a  momentum p^
. .  2 . .  r 2 . .  . .  p2
m . .  . .  . .  p „
( i )  THE EQUILIBRIUM CASE
A t  e q u i l i b r i u m  t h e  d i s t r i b u t i o n  o f  t h e  i o n s  a n d  s o l v e n t  m o l e c u l e s  i s  d e s c r i b e d  
b y  t h e  G i b b s  c a n n o n i c a l  d i s t r i b u t i o n ^ 3 4 ' 3 3 ^:
e “ 8HM
e “ 3HM d r  dp
(3 = 1/ kT ) (1 . 2)
w h e r e  H., i s  t h e  c l a s s i c a l  H a m i l t o n i a n  M
JL- 2
a  2m±
+ UM (UM = t h e  t o t a l  p o t e n t i a l  e n e r g y  o f
t h e  s y s t e m ) (1.3)
F o r  o u r  p u r p o s e  we d o  n o t  r e q u i r e  a  k n o w l e d g e  o f  t h e  momentum o f  e a c h  p a r t i c l e ?  
w e i n t r o d u c e  a  p o s i t i o n  d i s t r i b u t i o n  f u n c t i o n  Dm (jc) ,  w h e r e
° M ( r )  = pM ( r , p )  d p 1 ,  dp^ ( 1 . 4 )
a n d  t h u s DM( r )  = e “ 3UM / e  3UM d r ( 1 . 5 )
R e d u c e d  d i s t r i b u t i o n  f u n c t i o n s
i s  a n  M - p a r t i c l e  d i s t r i b u t i o n  f u n c t i o n ,  a n d  t h u s  i s  a  f u n c t i o n  o f  3M v a r i a b l e s
23( w h e re  M i s  o f  t h e  o r d e r  1 0  ) ?  i n  o r d e r  t o  o b t a i n  f u n c t i o n s  w h i c h  we c a n  w o r k
w i t h ,  we i n t r o d u c e  r e d u c e d  d i s t r i b u t i o n  f u n c t i o n s .
We f i r s t  d e f i n e  a  d i s t r i b u t i o n  f u n c t i o n  d e a l i n g  w i t h  t h e  p o s i t i o n s  o f  t h e  
i o n s  o n l y ,  r e g a r d l e s s  o f  t h e  p o s i t i o n s  o f  t h e  s o l v e n t  m o l e c u l e s :
DN ( r 1 , . . . , r N ) = ( r l ' * ' *  * ' r M J d r N + l J
(1 .6)
1 8
I
In  o r d e r  t o  make any f u r t h e r  p ro g re ss  we must assume t h a t  a l l  s o l v e n t - s o l v e n t  and io n - s o lv e n t
(351i n t e r a c t i o n s  can be n eg le c ted  when we a r e  concerned w ith  t h e  p o s i t io n s  o f  io n s  o n ly  ; we 
s h a l l  d is c u s s  t h i s  p o in t  f u r t h e r  i n  Chapter  I I .  Making t h i s  assumption:
1^ + 1 '•••'%) e /
Sri
^  “
e  8UN d r ^ . . . d Q
Sr—i
2 *k£(lJTc’ rJtl)
(1.7)
(1 .8)where
Jt=l k=l
t h e  sum o f  a l l  p o s s ib le  io n - io n  p a i r  p o t e n t i a l s .
We now d e s c r ib e  a  f u r t h e r  reduced d i s t r i b u t i o n  fu n c t io n  D (r^,. • • ' r v ) g i v i n g  t h e  p r o b a b i l i t y  
o f  f i n d i n g  a  l im i t e d  group o f  io n s  (1 -»• v) a t  p o s i t i o n s  r  , . . . .  , r v , i r r e s p e c t i v e  o f  th e  p o s i t i o n s  
o f  t h e  ra n a in in g  io n s :
Dv ( r l ' * * - ' r v ) = DN(rl , . . . , r N) (1.9)
where IQ i s  g iv e n  by eq u ation  (1 .7 )
C onsider  an e l e c t r o l y t e  s o l u t i o n  where we have s i o n ic  sp ec ies?
IQ io n s  o f  sp e c ie s  1
s  where IQ = N (the t o t a l  number o f  io n s  i n  t h e  s o lu t i o n )
S in c e  a l l  o f  th e  io n s  o f  each c l a s s  a r e  e s s e n t i a l l y  in d is t i n g u i s h a b le ,  and p la y  t h e  same r o l e  i n  
th e  s o l u t i o n ,  we d e f i n e  a  g e n e r ic  d i s t r i b u t i o n ^ 4  ^ o f  t h e  typ e  Q  v ( r ^ , . . . , r v ) g iv in g  t h e  
p r o b a b i l i t y  o f  f in d in g
any io n  o f  sp e c ie s  1  a t  
  2 . .  r „
v  . .
thus
f l , . . . , v ( r l , ***, r v ) = N1N2 . " Nv  Dv (r l ' , " ' r v )
(1 . 10)
s i n c e  t h e r e  a r e  N^  ways o f  choosing an ion  o f  sp e c ie s  1 , N2 ways o f  choosing an io n  o f  s p e c ie s  2 e t c .  
Now i f  V = t h e  t o t a l  volume o f  th e  s o lu t i o n
th u s
f l , . . . , v ( r l  V  “ nl n2" - nv V
to = N^/V ( fo r  i  = 1 t o  s)
% (r l ' — ' V  d rv + l " ,d r li a . n i
I f  a l l  v  io n s  a r e  i n f i n i t e l y  f a r  a p a r t  then  t h e  p r o b a b i l i t y  o f  f in d in g  each a t  i t s  p a r t i c u l a r  
p o s i t i o n  w i l l  reduce t o  th e  bu lk  v a lu e ,  thus
f n ( r . , . . . , r  ) n , n _ . . . n  a s  I r .  -  r .  I *> f o r  a l l  p o s s i b le  i - j  p a i r s ,JLf • • • f  v JL V Jl Z V 1 “
hence a t  t h i s  p o in t  i t  i s  n a t u r a l  t o  in tro d u c e  two f u r t h e r  fu n c t io n s .
(1) Numerical d i s t r i b u t i o n  fu n c t io n s
l e t  f l  v ( r l  r v> - n l V " ' V Fl ..........v ^ l '  — ■'r v> (1 . 12)
hence
l , . . . , v Vil '
, v  1 ;
where e  8UN d r 1 *. ,drN i s  th e  c o n f ig u ra t io n  i n t e g r a l
( 1 . 1 3 )
( 1 . 1 4 )
( 1 .15 )
examples o f  th e s e  reduced d i s t r i b u t i o n  fu n c t io n s  a r e  th e  two p a r t i c l e  fu n c t io n s  f ..  and F ..31 31
f j i (rl ' r2> - (1.16)
where
v2
Fj i ( r l ' r 2 } " Q, e~8UN(r l , **r N) d r . . . . d r  3 N (1 . 1 7 )
(2) C o r r e l a t i o n  fu n c t io n s
We c a n  s e e  f r o m  a b o v e  t h a t
F . .  + 1  a s  r . .  = I r . -  r . I
3 1  3 1  1 3 i 1
( 1 . 1 8 )
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t h u s  we now d e f i n e  a  f u n c t i o n  g i v i n g  t h e  d e v i a t i o n  o f  t h e  n u m e r i c a l  p a i r  d i s t r i b u t i o n  
f u n c t i o n  ( F j^ )  f r o m  i t s  a s y m p t o t i c  v a l u e ;
! e t  F j i ( r l ' r 2 } =  1  +  g j i ( r i ' r 2 ) ( 1 . 1 9 )
w h e r e  g ^  i s  t h e  p a i r  c o r r e l a t i o n  f u n c t i o n ,  t h u s
9j 4  * > 0  a s  •> » .
T h r e e  p a r t i c l e  f u n c t i o n s
f j i k ( r l ' r 2 ' r 3> = n i n j n k F j i k ( r l ' r 2 ' r 3 ) (1 . 20)
l e t
F j i k ( r l ' r 2 ' r 3> = 1  + 3 j i ( r j i >  + g i k ( r ik> + 9 j k ( r jk> + g : i k ( r l ' r 2 ' r 3>
(1 . 21 )'
w h e r e  g j i k  i s  a  t r i p l e  c o r r e l a t i o n  f u n c t i o n  . We now make t h e  a s s u m p t i o n  t h a t  
i n  a  d i l u t e  s o l u t i o n ,  t h e r e  a r e  n e v e r  m o re  t h a n  tw o  i o n s  s i m u l t a n e o u s l y  c o r r e l a t e d ( 3 4 )
h e n c e  we a ss u m e  t h a t  S j ^ k  ~ ° »  t h u s
F j i k  ^ + ^ j i ^ r j i ^  + g i k ^ r ik ^  + ^ j k ^ r jk^ (1 . 22)
T h i s  a p p r o x i m a t i o n  . s a t i s f i e s  t h e  c o n d i t i o n s
(1 ) i f r j i
r3k
r i k
F . j i k an d ( 1 . 2 3 )
(2) / rn
t  r  j k r j i k  *  Fl k  e t c .
( 1 . 2 4 )
The BBGKY H i e r a r c h y  o f  e q u a t i o n s 3^4 3 9 ^
C o n s i d e r  a  s y s t e m  o f  N i d e n t i c a l  p a r t i c l e s ;  l e t  t h e  v - p a r t i c l e  n u m e r i c a l  
r e d u c e d  d i s t r i b u t i o n  f u n c t i o n  -  Fy  ( r ^  . . .  , r y )
F v ( r l ' * ‘ * , r v *  Qn  e  3 n  d r v + 1 . . . d r N  ( 1 . 2 5 )
2 1
N Si -1
w h e re  U„  r„ >  =  Y j  Y / f a l  <rk ' r l ) ( I - 2 6 )
a = i  k=i
d i f f e r e n t i a t i n g  ( 2 5 )  w i t h  r e s p e c t  t o  we o b t a i n ;
3F 3
kT -------( r . , . . .  , r  ) +  F ( r r )  —  iL „ <r. , r . )
v '  z 7 Yk& k '  Jfa<3r. ()r1
N a=i k^r
+ / ' ^ i h r 1 ............r p  Fv + 1 < r i .............r v , r p  d r *  = o
jt=v+l 1
( 1 . 2 7 )
f o r  a  s o l u t i o n  c o n t a i n i n g  s  i o n i c  s p e c i e s ,  we o b t a i n ,  i n  t e r m s  o f  t h e  g e n e r i c  
d i s t r i b u t i o n  f u n c t i o n  F .  „ ( r . , . . . , r j ?i f i •fV X V
3
- F1  v ( r l  V  + 6 " W W
1
s
+ p V  nv+1 = 0 (1.28)
v + l J
t h e  s e c o n d  e q u a t i o n  i n  t h i s  h i e r a r c h y  i s ;
3 3^ , / ’ 3
—  F j i (r i , r 2 ) +  P F j i ( r 1 , r 2 ) —  J + 6 y  —  ^ ( r ^ )  F j i k ( r 1 , r 2 , r 3 ) d r 3
■1 U^ 1 —1 v  U^ 1
k = l
= 0  ( 1 . 2 9 )
f r o m  t h i s  e q u a t i o n  t h e  e q u i l i b r i u m  d i s t r i b u t i o n  f u n c t i o n  f . .  may b e  o b t a i n e d ,  s i n c eJ A
f j i (rl ' r2> = ninjFj i (rl ' r2> (I- 30)
I n  s o l v i n g  (29 )  t h e  f o l l o w i n g  a s s u m p t i o n s  o r  a p p r o x i m a t i o n s  m u s t  b e  m ad e ;
(1 ) t h a t  g j i k  ~ 0 ;3or d i l u t e  s o l u t i o n s ,  t h i s  i s  know n a s  t h e  ’ ra n d o m  p h a s e
(34 )a p p r o x i m a t i o n 1 a n d  i t s  u s e  e n a b l e s  u s  t o  o b t a i n  ( 2 9 )  i n  a  c l o s e d  f o r m .
(2 ) t h a t  t k l  = VM  + V * t  ( 1 . 3 1 )
w h e r e  i s  t h e  co u lo m b  p o t e n t i a l ,  a n d  t h e  s h o r t - r a n g e  p o t e n t i a l .
2 2
V. 0 w i l l  b e  t h e  sum o f  t h e  v a r i o u s  s h o r t - r a n g e  e f f e c t s  d i s c u s s e d  a b o v e .  To make
t h e  d e r i v a t i o n  o f  a  c o n d u c t a n c e  e q u a t i o n  a  m a t h e m a t i c a l l y  t r a c t a b l e  p r o b l e m ,  we
*
r e q u i r e  a  r e a s o n a b l y  s i m p l e  e x p r e s s i o n  f o r  V ^ .
I n  o b t a i n i n g  ( 2 9 )  we  h a v e  a l r e a d y  made t h e  a s s u m p t i o n  t h a t  i n  t h e  e q u i l i b r i u m  
c a s e ,  t h e  a p p r o x i m a t i o n
^M^r l /* * * ~ ° N^r l ’ * " * ( 1 * 3 2 )
may b e  u s e d .
Uw/r i ' '*  * ' r M^  ~ UN^r l ' * * * , r N^  + US S ^ r N + l ' * * * , r M^  + UI S ^ r l f * ’ * / r M^  ( 1 . 3 3 )
w h e r e  UM ~ t o t a l  sum o f  a l l  i n t e r - p a r t i c l e  p o t e n t i a l s ,
UN = sum o f  a l l  i o n - i o n  p o t e n t i a l s ,
US g = ......................  s o l v e n t - s o l v e n t  p o t e n t i a l s ,
a n d  UTC =   i o n - s o l v e n t  p o t e n t i a l s .l b
H ence  we h a v e  made t h e  a s s u m p t i o n  t h a t
Ug s  = 0  a n d  UJ S  = 0  ( 1 . 3 4 )
we t h e r e f o r e  a ssu m e  t h e  s o l v e n t  t o  b e  a  s t r u c t u r e l e s s  c o n t i n u u m .
F o r  l o n g - r a n g e  e f f e c t s
i n t r o d u c t i o n  o f  t h e  b u l k  s o l v e n t  d i e l e c t r i c  c o n s t a n t  (D) i n t o  
t h e  e x p r e s s i o n  f o r  t h e  c o u l o m b i c  p o t e n t i a l  ( V ^ )  a l l o w s  u s  t o  n e g l e c t  i o n - s o l v e n t  
a n d  s o l v e n t - s o l v e n t  i n t e r a c t i o n s ,  h e n c e  we h a v e
V j i  = e J e i / D r j l  ( 1 . 3 5 )
(we i g n o r e  s c r e e n i n g  e f f e c t s  f o r  t h e  p r e s e n t ) .
A t  s h o r t  d i s t a n c e s  h o w e v e r ,  t h i s  n e g l e c t  o f  i o n - d i p o l e  f o r c e s  i n v o l v e s  a  c o n s i d e r a b l e  
a p p r o x i m a t i o n  t o  t h e  t r u e  s i t u a t i o n .  In  p a r t i c u l a r ,  i n  a s s u m i n g  t h e  s o l v e n t  t o  b e  
a  s t r u c t u r e l e s s  d i e l e c t r i c  c o n t i n u u m  , we a r e  i g n o r i n g  t h e  v e r y  i m p o r t a n t  i o n - d i p o l e -  
i o n  i n t e r a c t i o n s  d i s c u s s e d  a b o v e  ( a r i s i n g  b e c a u s e  f o r c e  i s  r e q u i r e d  t o  r e m o v e  s o l v e n t  
m o l e c u l e s  f r o m  s t a b l e  S S I P ’ s ) .
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Although io n - d ip o le - io n  f o r c e s  a r i s e  frcm i o n - s o lv e n t  e f f e c t s ,  t h e  n e t  r e s u l t  i s  a  'pseudo' f o r c e
*
between t h e  io n s ;  we may t h e r e f o r e  in c lu d e  t h i s  f o r c e  as  a  component o f  V J  (which i s  what we 
have done i n  F i g . 6, where W+ = + V_. ^  ) .  I f  f u l l  a l low ance  cou ld  be made f o r  t h i s  'pseudo'
f o r c e ,  then  t h e  approximation IQ = IQ ( lead in g  t o  t rea tm en t  o f  t h e  s o lv e n t  as  a  s t r u c t u r e l e s s  
oontinuum) would be made r ig o r o u s .
The Randcm Phase Approximation
In  making t h e  assumption t h a t  ' 'n e v e r  more than  two ions a r e  s im u lta n eo u s ly  c o r r e l a t e d  i n  
d i l u t e  s o l u t i o n s 1 we eschew any concept o f  an gu la r  dependence f o r  th e  d i s t r i b u t i o n  o f  th e  io n s  
a t  e q u i l ib r iu m .  Once th e  f u l l  form o f  F . . .  (see equation  21) i s  u sed , a d i r e c t i o n a l  dependence3XK
i s  in t ro du ced  i n t o  F . .  v i a  th e  EBGKY h ie r a rc h y .I1
9 j i k ( r l ' r 2 ' r 3 ) “  9 j i k ( r j i ' r i k ' 6 , )  ( I - 3 6 >
hence F . a n d  t h e r e f o r e  F . . a r e  fu n c t io n s  31k  91
o f  6 1 and th e  io n  atmosphere about a  g iv e n  io n  i s  no lo n g e r  s p h e r i c a l l y  sym m etr ica l ;  w i th  in c re a s in g  
c o n c e n tra t io n  a  q u a s i - l a t t i c e  s t r u c t u r e  may be expected  t o  became e v id e n t .
( i i )  THE NCN-EQJILIBRIUM CASE
We now r e t u r n  t o  t h e  phase-space  d i s t r i b u t i o n  shown i n  F i g . 9 .  As t im e p a s s e s ,  each system i n  
th e  ensemble g e n e ra tes  a  t r a j e c t o r y  i n  t h e  6N-dimensional space .  I f  no systems a r e  c r e a te d  o r  
d e s t ro y e d ,  we expect P j r  , p , t )  t o  s a t i s f y  a  c o n t i n u i t y  eq u a t io n ,  and we r e a d i l y  o b ta in  (eee-  
th e  fo l lo w in g  eq u a t io n ;
dP„
d t 3 r (pm V 9p (Pm V  "
( 1 .37 )
where 3/3r  and 3/3p a r e  3M-dimensional d ive rg en ce  o p e r a to rs  and v  = v^ + d e s c r ib e s  
th e  v e l o c i t y  o f  th e  systems through phase space.
2 4
t h u s
8P.
3 t Z L .  l  sri  at 9pi  % t '  -1
i = l
= 0 ( 1 .38)
s i n c e  phase space d i s t r i b u t i o n s  behave a s  in com p ress ib le  f l u i d s ;
3P,
3 t
i = l
_  \ 8 rJ  \ d t r a x ? ) ] = o ( 1 .39 )
which i s  one form o f  t h e  L i o u v i l l e  equation  . S u b s t i t u t i n g  Hamiltons c l a s s i c a l  equations o f  motion
d r ,
d t
5 *
3Pi
and dpi  -  8^
d t 9r. we o b ta in  an oth er  form o f  t h e
L i o u v i l l e  equation's
a t
P M (rl' ’ ’ * 'r M , p l' * * * ^  P M  ( r l '  * * ’ f 'r M , P l' * ‘ * ' * W
( 1 .40 )
where Q = 4- 8IiM
r - r *  i  8P i  1 = 1
9hm
aP. ar. (1.41)
i s  th e  L i o u v i l l e  o p e ra to r .
M
. 2m. 
J  l
M  i - 1
at
ap..
- J !  
J 1 ar.
^ j i ( r i , r j )  t h e r e f o r e  f r o n  ((39)
i = l  j = l  
M  i - 1
f t
8ri iSPi apJX
( 1 .42)
where v (  = d r / d t  t l ie  v e l o c i t y  o f  t h e  i  p a r t i c l e  i n  th e  system.
we new i n t e g r a t e  (42) o v e r  r v+^ . . . r M , Pv+4**.fy| t o  o b ta in  an ex p ress io n  in. terms o f  t h e  v - p a r t i c l e
ml  v v
d i s t r i b u t i o n  fu n c t io n .
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3P_v  _
3t
v  1-1
(  —  + —  )  Pv
\ 9P ± 9 P j  / /
—  )  
8p v + l  1
Pv + 1  d r v + l d p v + l ( 1 . 4 3 )
w h e r e  Py ( r l f . . . , r v , p 1 # . . . , p v , t )  =
P M ( r l ' ’ "  ' r M ' P l ' * * ‘ 'P M ' t]d r v + l *  > d r M
dpv + l.**dpM
i s  a  r e d u c e d  d i s t r i b u t i o n  f u n c t i o n .  I n  t e r m s  o f  g e n e r i c  d i s t r i b u t i o n  f u n c t i o n s
v
t h u s  we a g a i n  h a v e  a  h i e r a r c h y  o f  e q u a t i o n s .  C o n s i d e r  t h e  s e c o n d  e q u a t i o n  i n  t h i s  
h i e r a r c h y .  I f  we h a v e  i o n s  j f i  a n d  k  a t  J Q ,  r 2 a n d  w i t h  m om enta  p ^ ,  p 2 a n d  a t  
t i m e  t , t h e n ;
9t
( r i , r 2 , P i , P 2 ; t )  + ( v '  - i - V .1
3
3 r ,
- L i 1  / - T -  +  ' | p . ( r , r , p , p ; t )
3r^ I 3p1 3p2 / 31 x 2
r i k  3 k  3
3 r ,  3p-. 9 r  9 p 2 ;
p j i k ( r l ' r 2 ' r 3 ' P l ' P 2 ' P 3 ? t )  d r 3 d p 3
( 1 . 4 5 )
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I f  we i n t e g r a t e  o v e r  a n d  p 2 , t e r m s  3 a n d  4 i n  ( 4 5 )  v a n i s h  a n d  we o b t a i n ;
_3
3t
j '  P jl  dPldp2 = dpidp2
3 r , Vi  P j i  d? l dP 2
(1 . 4 6 )
t h u s
i f i i
3 t 3 r
( 1 . 4 7 )
w h e r e  r  = r 21  , v , 4 = t h e  v e l o c i t y  o f  a  j - i o n  a t  r 3 w h en  we h a v e  an  i - i o n  a t  r 9 .13
( 4 7 )  i s  t h e  C o n t i n u i t y  e q u a t i o n  o f  O n s a g e r^  we h a v e  t h e r e f o r e  o b t a i n e d  t h i s  e q u a t i o n  
d i r e c t l y  a n d  w i t h o u t  a p p r o x i m a t i o n  f r o m  t h e  L i o u v i l l e  e q u a t i o n .
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S E C T IO N  4 M O D E L S  F O R  E L E C T R O L Y T E  S O L U T IO N S
W i t h  e l e c t r o l y t e  s o l u t i o n s ,  t h e  r e a l  s y s t e m  a n d  i t s  i n t e r a c t i o n s  a r e  f a r  
t o o  c o m p le x  f o r  r i g o r o u s  m a t h e m a t i c a l  t r e a t m e n t " ,  we m u s t  t h e r e f o r e  f i n d  a  m o d e l  
t o  r e p r e s e n t  t h e  s o l u t i o n  w h i c h  i s  s u f f i c i e n t l y  s i m p l e  t o  a l l o w  f o r  s u c h  t r e a t m e n t ,  
b u t  i s  c l o s e  e n o u g h  t o  t h e  r e a l  s y s t e m  t o  r e p r o d u c e  i t s  e s s e n t i a l  f e a t u r e s .
M o d e ls  f o r  e l e c t r o l y t e  s o l u t i o n s  a r e  o f  tw o  g e n e r a l  t y p e s :
(a)  P h y s i c a l  M o d e ls
H ere  n o  a l l o w a n c e  i s  made f o r  t h e  e x i s t e n c e  o f  c h e m i c a l  a n d  a s s o c i a t i o n  
e q u i l i b r i a  b e t w e e n  t h e  v a r i o u s  s p e c i e s  p r e s e n t  i n  t h e  s o l u t i o n .
(b) C h e m i c a l  M o d e ls
W h e re  w e a l l o w  f o r  t h e  p o s s i b i l i t y  o f  s u c h  e q u i l i b r i a ,  w i t h  t h e  f o r m a t i o n  
o f  n e w , l o n g - l i v e d , a n d  i n d e p e n d e n t  s p e c i e s .  The i o n s  m a k in g  up s u c h  new  s p e c i e s  
w i l l  n o  l o n g e r  h a v e  i n d e p e n d e n t  t r a n s l a t i o n a l  m o t i o n .
W i t h  t h e  P h y s i c a l  M o d e l ,  o p p o s i t e l y  c h a r g e d  i o n s  i n  c l o s e  p r o x i m i t y  f o r  
s h o r t  p e r i o d s  may b e  c o u n t e d  a s  p a i r e d  w hen  t h e y  a r e  w i t h i n  some c r i t i c a l  d i s t a n c e ,  
a s  i n  t h e  B j e r r u m  t h e o r y ,  b u t  n o  new  s p e c i e s  i s  c r e a t e d ,  a n d  s u c h  ' i o n - p a i r s *  
a r e  s i m p l y  c o m p o s i t e  s u b - s y s t e m s  o f  t h e  a n i o n  a n d  c a t i o n ,  w h i c h  r e m a i n  t h e  o n l y  
e l e m e n t a r y  p a r t i c l e s  p r e s e n t  i n  t h e  s o l u t i o n .  A l l  i o n s  s t i l l  r e t a i n  i n d e p e n d e n t  
m o t i o n .
C o n s i d e r  a  s o l u t i o n  c o n t a i n i n g  a  s i n g l e  s y m m e t r i c a l  e l e c t r o l y t e  MX* l e t  t h e  
t o t a l  nu m b er  o f  c a t i o n s  p r e s e n t  = Nc , a n d  t h e  t o t a l  n u m b er  o f  a n i o n s  = Na , t h e n  
f r o m  e l e c t r o n e u t r a l i t y
N = N N . c  V ( 1 . 4 8 )a  c  A
w h e r e  NA i s  A v o g a d r o ' s  n u m b e r ,  V = t h e  t o t a l  v o lu m e  o f  t h e  s o l u t i o n ,  a n d  c  = t h e  
s t o i c h i o m e t r i c  c o n c e n t r a t i o n  o f  t h e  s o l u t e .
W i t h  t h e  P h y s i c a l  M o d e l
« ■{*t h e  o n l y  e l e m e n t a r y  p a r t i c l e s  p r e s e n t  a r e  t h e  c a t i o n s  M , 
t h e  a n i o n s  X , a n d  t h e  s o l v e n t  m o l e c u l e s .
V[M+] = Nc a n d  \/[x"j = Na
a l l  N + N i o n s  h a v e  i n d e p e n d e n t  t r a n s l a t i o n a l  m o t i o n  a n d  w i l l  t a k e  p a r t  i ncl C
c h a r g e  t r a n s p o r t .  I f  J  = t h e  c u r r e n t  c a r r i e d  b y  t h e  e l e c t r o l y t e  s o l u t i o n  ( u n d e r  
a  u n i t  e x t e r n a l  f i e l d )  t h e n
J  = f(Nc ,Na ) ( 1 ,49)
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I n  t h e  C h e m i c a l  M o d e l
we a l l o w  f o r  t h e  p o s s i b l e  e x i s t e n c e  o f  t h e  e q u i l i b r i u m
+
M + X -  MX
w i t h  t h e  f o r m a t i o n  o f  l o n g - l i v e d  a n d  i n d e p e n d e n t  MX p a r t i c l e s .  i s  t h e
p a i r w i s e  a s s o c i a t i o n  c o n s t a n t  f o r  t h i s  e q u i l i b r i u m .
_  ( M X .
KA ~ r  -h i—  i ( 1 . 5 0 )
[M ] & ] W
f  + e t c .  a r e  t h e  a c t i v i t y  c o e f f i c i e n t s  o f  t h e  v a r i o u s  s p e c i e s  p r e s e n t .
We now h a v e  t h r e e  s p e c i e s  p r e s e n t  i n  t h e  s o l u t i o n :
* +( i )  N f r e e  c a t i o n s  Mc  --------
* _
( i i )  N f r e e  a n i o n s  X a n da --------
( i i i )  Nq c a t i o n - a n i o n  p a i r s  t h u s
N* + Nq = Nc  a n d  N* + Nq Ng ( i . 5 1 )
o n l y  t h e  f r e e  i o n s  w i l l  t a k e  p a r t  i n  c h a r g e  t r a n s p o r t ,  t h u s
J  = f <Nc ' V  ( f t 5 2 *
F o r  s o l u t i o n s  c o n t a i n i n g  u n s y m m e t r i c a l  e l e c t r o l y t e s ,  m o re  t h a n  o n e  a s s o c i a t i o n  
e q u i l i b r i u m  w i l l  b e  i n v o l v e d ,  a n d  c h a r g e  c a r r y i n g  i o n - p a i r s  w i l l  o c c u r .  T h i s  
p o i n t  w i l l  b e  d i s c u s s e d  l a t e r  i n  some d e t a i l .
(a )  PHYSICAL MODELS
( i ) P o i n t  C h a r g e s  i n  a  D i e l e c t r i c  C o n t in u u m  ( t h e  D e b y e - H u c k e l  M o d e l)
I n  t h i s ,  t h e  s i m p l e s t  p o s s i b l e  m o d e l  f o r  a n  e l e c t r o l y t e  s o l u t i o n ,  t h e  
i o n s  a r e  r e p r e s e n t e d  b y  p o i n t  c h a r g e s , and  t h e  s o l v e n t  b y  a  s t r u c t u r e l e s s  
d i e l e c t r i c  c o n t i n u u m . The d i e l e c t r i c  c o n s t a n t  a n d  v i s c o s i t y  o f  t h e  s o l v e n t  
a r e  a ssu m e d  t o  h a v e  t h e i r  b u l k  v a l u e s  (D a n d  r j) t h r o u g h o u t  t h e  s y s t e m .  A l l  
s h o r t - r a n g e  e f f e c t s ,  b o t h  i o n - i o n  a n d  i o n - s o l v e n t ,  a r e  n e g l e c t e d ;
t h u s  V . .  e* 0  f o r  a l l  r . .  ( 1 . 5 3 )
3 i  3 1
an d  h e n c e  . .  = V . .  = e . e . / D r . .  ( w h e re  e .  = t h e  c h a r g e  on  a n  i - i o n )3?* 3 i 3 3  i
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S i n c e  we a s s u m e  t h e  s o l v e n t  t o  h a v e  n o  s t r u c t u r e  ( e v e n  i n  t h e  s h o r t  r a n g e )
UI S  -  us s  “  0  ( I - 54>
I n  t h e  l i m i t  r  + °° t h i s  m o d e l  b e c o m e s  r i g o r o u s ,  a n d  f o r  v e r y  d i l u t e
s o l u t i o n s ,  w h e r e  t h e  i o n s  a r e  on  a v e r a g e  f a r  a p a r t ,  t h e  D e b y e -H u c k e j .  m o d e l  
i s  a  g o o d  a p p r o x i m a t i o n  t o  t h e  r e a l  s y s t e m .
( i i )  C h a r g e d  S p h e r e s  i n  a  D i e l e c t r i c  C o n t in u u m  ( t h e  P h y s i c a l - P r i m i t i v e  M o d e l ,P P M )
H ere  i o n s  a r e  r e p r e s e n t e d  a s  u n i f o r m l y  c h a r g e d ,  c o n d u c t i n g ,  r i g i d ,  a n d  
u n p o l a r i z a b l e  s p h e r e s  o f  c h a r a c t e r i s t i c  r a d i u s  a ^ .  T he s o l v e n t  i s  s t i l l  
a ss u m e d  t o  b e  a  s t r u c t u r e l e s s  d i e l e c t r i c  c o n t i n u u m .  L e t  t h e  d i s t a n c e  o f  
c l o s e s t  a p p r o a c h  b e t w e e n  a n  i -  a n d  a j - i o n  = a j i f tb m s  a j i  = a i  + a j  
( s e e  F i g . 1 0 )
F I G . 1 0
S i n c e  t h e  i o n s  a r e  r e p r e s e n t e d  b y  r i g i d  s p h e r e s ,  we a s s u m e  t h a t
*
V . . ( r )  = 0  w h en  r  > a . .I i  Di
V j ^ ( r )  = 00 w h en  r  a j i  ( 1 . 5 5 )
*
( i . e  V . .  i s  a  s t e p  f u n c t i o n  o f  r ) , l i
H ard c o r e  q u a n tu m  i n t e r a c t i o n s  b e t w e e n  t h e  i o n s  e n s u r e  t h a t
**• «> a s  r  ■> 0 , an d  t h u s  t h e  r i g i d  s p h e r e  m o d e l  r e p r o d u c e s  t h i s
f e a t u r e  o f  t h e  r e a l  s y s t e m .  A l l  o t h e r  s h o r t - r a n g e  f o r c e s  a r e  n e g l e c t e d ,  
s o  t h a t  i o n - d i p o l e - i o n  i n t e r a c t i o n s  and  d i e l e c t r i c  s a t u r a t i o n  c l o s e  t o  t h e  
i o n s  a r e  i g n o r e d .  A s  w i t h  t h e  D e b y e - H u c k e l  m o d e l ,  t h e  P r i m i t i v e  m o d e l
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r e q u i r e s  t h e  a s s u m p t i o n  t h a t  Ugg = UI g  = 0 . ( 1 . 5 6 )
The ' a '  p a r a m e t e r
I n  a l l  e l e c t r o l y t e  s o l u t i o n s  we a s s u m e  t h a t  c o n t a c t  c o l l i s i o n s  b e t w e e n
i o n s  o f  l i k e  c h a r g e  s i g n  a r e  s u f f i c i e n t l y  r a r e  t o  b e  d i s c o u n t e d ;  t h e r e f o r e ,
i n  a  s o l u t i o n  c o n t a i n i n g  o n l y  t w o  i o n i c  s p e c i e s ,  i n  t h e  d e r i v a t i o n  o f  a
c o n d u c t a n c e  e q u a t i o n ,  a l l  a ^  t e r m s  c a n  b e  r e p l a c e d  b y  a  ( w h e re  a  =
a  , . + a  . ) ,c a t i o n  a n i o n '
W h e re  m o re  t h a n  t w o  s p e c i e s  a r e  p r e s e n t ,  t h e  s i m p l i f y i n g  a s s u m p t i o n  i s
made t h a t  a l l  c a t i o n s  h a v e  t h e  sam e r a d i u s  (a c a t ) an(3 s i m i l a r l y  a l l  a n i o n s
h a v e  t h e  r a d i u s  a  . w h e r e  a  , a n d  a . a r e  w e i g h t e d  m ean s  o f  t h ea n i o n  c a t .  a n i o n  3
i n d i v i d u a l  r a d i i ,  d e p e n d e n t  on  t h e  f r e q u e n c y  o f  c o l l i s i o n s  b e t w e e n  t h e  
v a r i o u s  o p p o s i t e l y  c h a r g e d  s p e c i e s  p r e s e n t  i n  t h e  s o l u t i o n .  T hus a g a i n  
a l l  t e r m s  c a n  b e  r e p l a c e d  b y  a s i n g l e  a  p a r a m e t e r .
( 1 )  ( 1 9 5 3 )The P h y s i c a l - P r i m i t i v e  M o d e l  d e s c r i b e d  h e r e  w a s  u s e d  b y  P i t t s
(2)an d  b y  F u o s s  an d  O n s a g e r  ( 1 9 5 7 )  t o  o b t a i n  c o n d u c t a n c e  e q u a t i o  
c h a r g e  t r a n s p o r t  i n  s o l u t i o n s  o f  s y m m e t r i c a l  e l e c t r o l y t e s .
(b) CHEMICAL MODELS
( i )  C h a r g e d  S p h e r e s  i n  a  D i e l e c t r i c  C o n t in u u m  ( t h e  C h e m i c a l - P r i m i t i v e  M o d e l ,C P M )
I n  t h i s ,  m o d e l ,  t h e  i o n s  a r e  a g a i n  r e p r e s e n t e d  b y  c h a r g e d ,  r i g i d  s p h e r e s ,  
a n d  t h e  s o l v e n t  b y  a  d i e l e c t r i c  c o n t i n u u m ;  h o w e v e r ,  we now a l l o w  f o r  t h e  
p o s s i b l e  p a i r i n g  o f  o p p o s i t e l y  c h a r g e d  i o n s  t o  f o r m  new  a n d  l o n g - l i v e d  s p e c i e s .
I n  1 9 5 8  F u o s s  , u s i n g  t h i s  m o d e l ,  e x t e n d e d  h i s  1 9 5 7  e q u a t i o n  t o  m ake  
a l l o w a n c e  f o r  i o n - a s s o c i a t i o n ,  a n d  a l l  s u b s e q u e n t  c o n d u c t a n c e  e q u a t i o n s  
h a v e  b e e n  b a s e d  o n  t h i s  sa m e  CPM/ h o w e v e r ,  t h e  n e g l e c t  o f  a l l  s h o r t - r a n g e  
e f f e c t s  a r i s i n g  f r o m  i o n - d i p o l e  a n d  i o n - d i p o l e - i o n  f o r c e s ,  m ak es  t h e  P r i m i t i v e  
M o d e l  p a r t i c u l a r l y  i n a d e q u a t e  f o r  t h e  t r e a t m e n t  o f  s y s t e m s  w h e r e  i o n - a s s o c i a t i o n  
o c c u r s  t o  a  s i g n i f i c a n t  e x t e n t .  T he a c t u a l  m e c h a n is m  o f  i o n - p a i r i n g ,  a n d  
t h e  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  u s e d  i n  t h e  n o n - e q u i l i b r i u m  s i t u a t i o n ,  p r e s e n t  some  
d i f f i c u l t y  w i t h  t h e  c h a r g e d  s p h e r e  m o d e l ,  a n d  s i n c e  we r e g a r d  t h e  s o l v e n t  
a s  a  s t r u c t u r e l e s s  m edium t h r o u g h o u t ,  t h e  c o n c e p t  o f  s o l v e n t - s e p a r a t e d  i o n -  
p a i r s  i s  m e a n i n g l e s s  i n  t e r m s  o f  t h i s  m o d e l .
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( i i )  A New M o d e l  f o r  E l e c t r o l y t e  S o l u t i o n s
The P r i m i t i v e  M o d e l  d i s c u s s e d  a b o v e  r e p r e s e n t e d  a  c o n s i d e r a b l e  a d v a n c e  
on  t h e  p o i n t  c h a r g e  m o d e l  o f  D e b y e  an d  H u c k e l ,  s i n c e  i t  r e c o g n i s e d  t h e  f i n i t e  
s i z e  an d  h a r d - c o r e  i n t e r a c t i o n s  o f  t h e  i o n s ;  h o w e v e r ,  i n  b o t h  o f  t h e s e  
m o d e l s  t h e  s o l v e n t  i s  c o n s i d e r e d  t o  b e  a  s t r u c t u r e l e s s  c o n t i n u u m .  We now  
d e v e l o p  a  new  a n d  s p e c i f i c a l l y  c h e m i c a l  m o d e l  f o r  e l e c t r o l y t e  s o l u t i o n s ,  
m a k in g  a l l o w a n c e  f o r  t h e  f i n i t e  s i z e  o f  b o t h  t h e  i o n s  a n d  t h e  s o l v e n t  m o l e c u l e s ,  j
I
a n d  t h e  d i p o l a r  n a t u r e  o f  t h e  l a t t e r .  The c o n c e p t  o f  i o n - a s s o c i a t i o n ,  w i t h  |
t h e  f o r m a t i o n  o f  c o n t a c t  o r  s o l v e n t - s e p a r a t e d  i o n - p a i r s ,  i s  i n c l u d e d  i n  t h e  
i n i t i a l  m o d e l .
(a) C o n s i d e r  a n  i s o l a t e d  i - i o n  ( i . e  i n  a n  i n f i n i t e l y  d i l u t e  s o l u t i o n )
I o n - d i p o l e  f o r c e s  c a u s e  t h e  s o l v e n t  m o l e c u l e s  c l o s e  t o  an  i o n  t o  
i n t e r a c t  w i t h ,  a n d  h e n c e  t o  beco m e p a r t i a l l y  o r  c o m p l e t e l y  a l i g n e d  b y ,  t h e  
c e n t r a l  i o n .  Some o f  t h e s e  a l i g n e d  s o l v e n t  m o l e c u l e s  w i l l  t r a v e l  w i t h  t h e  
i o n  a s  i t  m o ve s  t h r o u g h  t h e  s o l u t i o n ,  f o r m i n g  a  d i e l e c t r i c a l l y  s a t u r a t e d  
s o l v e n t  s h e l l  a b o u t  t h e  i o n .  L e t  t h e  h y d r o d y n a m i c  r a d i u s  o f  t h e  i - i o n  p l u s  
t h i s  s o l v e n t  s h e l l  = b ^ .
(b) C o n s i d e r  t h e  a p p r o a c h  o f  t w o  o p p o s i t e l y  c h a r g e d  i o n s ,  o f  s p e c i e s  i  a n d  j .
When t h e  i o n s  a r e  f a r  a p a r t  t h e y  w i l l  i n t e r a c t  t h r o u g h  l o n g - r a n g e
c o u l o m b i c  f o r c e s  o n l y ;  t h e  f o r c e  b e t w e e n  t h e  i o n s  w i l l  s i m p l y  b e  t h a t  w h i c h
w o u ld  e x i s t  b e t w e e n  tw o  p o i n t - c h a r g e s  i n  a  d i e l e c t r i c  c o n t i n u u m .  B e c a u s e
t h e  s o l v e n t  i s  n o t  a  s t r u c t u r e l e s s  c o n t i n u u m ,  b u t  c o n s i s t s  o f  d i s c r e t e
m o l e c u l e s  o f  f i n i t e  s i z e ,  e a c h  w i t h  a d i p o l e  m o m ent,  s h o r t - r a n g e  r e p u l s i v e
f o r c e s  w i l l  o c c u r  when t h e  i o n s  a r e  s e p a r a t e d  b y  o n l y  o n e  o r  tw o  s o l v e n t
m o l e c u l e s .  I n  p a r t i c u l a r  w h en  i o n - d i p o l e  f o r c e s  a r e  l a r g e  a  s o l v e n t  s e p a r a t e d
i o n - p a i r  may b e  f o r m e d .  The f o r c e  r e q u i r e d  t o  ' s q u e e z e  o u t '  a  s o l v e n t
( 4 1 )
m o l e c u l e  f r o m  t h i s  s t a b l e  a r r a n g e m e n t  ( p a r t i a l  d e s o l v a t i o n )  g i v e s  r i s e
t o  a n  e n e r g y  b a r r i e r  i m p e d i n g  t h e  f u r t h e r  a p p r o a c h  o f  t h e  i o n s .  I f  
i o n - d i p o l e  f o r c e s  a r e  w e a k ,  i o n - d i p o l e - i o n ,  a n d  d i e l e c t r i c  s a t u r a t i o n  e f f e c t s  
w i l l  b e  s m a l l ,  a n d  t h e  t w o  i o n s  w i l l  a p p r o a c h  t o  c o n t a c t , w h e r e  h a r d - c o r e  
q u a n tu m  i n t e r a c t i o n s  beco m e d o m i n a n t .
L e t  R . .  = t h e  d i s t a n c e  b e t w e e n  t h e  i o n s  a t  w h i c h  a  s t a b l e  i o n - p a i r ,  
e i t h e r  c o n t a c t  o r  s o l v e n t - s e p a r a t e d , i s  f o r m e d .  T hus a l l  o p p o s i t e l y  c h a r g e d  
i - j  p a i r s  c l o s e r  t h a n  a r e  d e f i n e d  a s  a s s o c i a t e d  ( p r o v i d e d  t h a t  n o  o t h e r
f r e e  i o n  o f  o p p o s i t e  c h a r g e  i s  n e a r e r  t o  e i t h e r ) ,  a n d  t h i s  i o n - p a i r ,  w h i c h
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may b e  c h a r g e d  o r  u n c h a r g e d ,  i s  c o n s i d e r e d  t o  b e  a  new s p e c i e s .  H ence  
b y  d e f i n i t i o n  f o r  f r e e  i  a n d  j - i o n s
0 w h en r s< R j l (1 .5 7 )
( h e n c e f o r t h  we u s e  t h e  s u p e r s c r i p t  t o  i n d i c a t e  t h e  e q u i l i b r i u m  c a s e ) .
The f o r m a t i o n  o f  a  s t a b l e  i o n - p a i r  a t  r  = R ^  w i l l  r e q u i r e  a  mii&iuin i n
t h e  p o t e n t i a l  e n e r g y  c u r v e  a t  t h i s  p o i n t  ( s e e  F i g . 6 ) w h e r e  i o n - d i p o l e - i o n
e f f e c t s  h a v e  b e e n  a b s o r b e d  i n t o  W ? . .  The e x i s t e n c e  o f  a  minimum i n  W?, a t
3 * 3
Rjj_ may De e x p e c t e d  t o  g i v e  r i s e  t o  a  maximum i n  f ? ^  a t  t h i s  p o i n t ,  t h u s
3 W ° / 3 r  = 0 a n d  3 f j ^ / 3 r  = 0 a t  r  = R ^  i n  t h e  r e a l  s y s t e m ,
( 1 . 5 8 )
a n d  R ^  w i l l  b e  t h e  f i r s t  p o i n t  i n  t h e  a p p r o a c h  o f  t h e  t w o  i o n s  a t  w h i c h  
s h o r t - r a n g e  r e p u l s i v e  f o r c e s  b eco m e  l a r g e  en o u g h  t o  c a u s e  a  minimum t o  
o c c u r  i n  W+ . We may now m ake t h e  a s s u m p t i o n  t h a t  o u t s i d e  r  = R ^  a l l  
s h o r t - r a n g e  f o r c e s  r a p i d l y  d e c r e a s e  t o  z e r o ,  t h u s
V .  . ( r )  = 0  w h en  r  > R . ,J 1  J  1 ( 1 . 5 9 )
w h e r e  i o n - d i p o l e - i o n  f o r c e s  h a v e  b e e n  i n c l u d e d  i n
I n  v i e w  o f  t h e  a b o v e  d i s c u s s i o n  we now p r o p o s e  t h e  f o l l o w i n g  m o d e l  f o r  
e l e c t r o l y t e  s o l u t i o n s :
F I G . 1 1
B u l k  o f  s o l v e n t
L e t  e a c h  i o n  b e  r e p r e s e n t e d  b y  a  r i g i d  c h a r g e d  s p h e r e  o f  c h a r a c t e r i s t i c  
r a d i u s  a . ,  s u r r o u n d e d  b y  a  s o l v e n t  s h e l l  o f  w i d t h  ( b . -  a . )  a n d  o f  d i e l e c t r i c
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c o n s t a n t  Dg (w h ic h  i s  a s s u m e d  t o  b e  v e r y  l o w ) . The c e n t r a l  i o n  p l u s  t h i s  
s o l v e n t  s h e l l  h a s  a  h y d r o d y n a m i c  r a d i u s  b ^ .  The s o l v a t e d  i o n  i s  f u r t h e r  
s u r r o u n d e d  b y  a  c o s p h e r e  o f  r a d i u s  R^. We d e f i n e  a l l  o p p o s i t e l y  c h a r g e d  
i o n - p a i r s  w h o s e  c o s p h e r e s  o v e r l a p  a s  a s s o c i a t e d ,  a n d  a s  f o r m i n g  a  new s p e c i e s .  
T h u s ;
f ° ± ( r )  = 0 w h en  r  s< R j ± ( R ^  = R± + R^) ( 1 . 6 0 )
We a ssu m e  t h a t  a l l  s h o r t - r a n g e  f o r c e s  b e t w e e n  t h e  tw o  i o n s  beco m e n e g l i g i b l e  
w hen r  > T h u s ;
V ? i ( r )  = 0 w hen  r  > R^± ( 1 . 6 1 )
a n d  t h e  c o s p h e r e s  i n t e r a c t  t h r o u g h  l o n g - r a n g e  c o u l o m b i c  f o r c e s  o n l y  ( s e e  
F i g . 1 2 ) .
I n  t h e  r e g i o n  r  < R ^  s h o r t - r a n g e  f o r c e s  b eco m e s i g n i f i c a n t ,  a n d  t h e  i o n s
a n d  s o l v e n t  m o l e c u l e s  m u s t  b e  c o n s i d e r e d  a s  d i s c r e t e  e n t i t i e s  o f  f i n i t e  s i z e .
*
S i n c e  i o n - d i p o l e - i o n  i n t e r a c t i o n s  h a v e  b e e n  i n c o r p o r a t e d  i n t o  ^ , t h e  
s o l v e n t  o u t s i d e  t h e  c o s p h e r e s  may b e  r i g o r o u s l y  r e p r e s e n t e d  a s  a  s t r u c t u r e l e s s  
d i e l e c t r i c  c o n t i n u u m ,  w i t h  t h e  b u l k  s o l v e n t  v a l u e s  f o r  t h e  d i e l e c t r i c  c o n s t a n t  
D, and  t h e  v i s c o s i t y  n .  The f a c t  t h a t  t h e  e f f e c t s  o f  i o n - d i p o l e  i n t e r a c t i o n s
ft
a r e  i n c l u d e d  i n  V . .  g i v e s  r i s e  t o  o n e  o t h e r  i m p o r t a n t  c o n s e q u e n c e .  S i n c e  
3 -*■*
V j i  " 0 w h en  r> R j i  we mak e  t h e  r e a s o n a b l e  a s s u m p t i o n  t h a t
~ 0  w hen  r  > R . ,  w h e r e  rl) . i s  t h e  p o t e n t i a l  o f  30 3 ' r j o  ^
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a v e r a g e  f o r c e  b e t w e e n  t h e  j - i o n  a n d  a  s o l v e n t  m o l e c u l e  a t  r ;  t h u s  t h e  
a s s u m p t i o n  t h a t  UI£ = Ug s  = 0 i s  j u s t i f i e d ,  a n d  f o r  a  s y s t e m  o f  t h i s  t y p e  
t h e  BBGKY H i e r a r c h y  i s  made r i g o r o u s . ,
T h e  R p a r a m e t e r
T he same a r g u m e n t s  a p p l y  a s  w e r e  u s e d  f o r  a  i n  t h e  P r i m i t i v e  M o d e l ,  
t h e r e f o r e  we c a n  l e t  a l l  t e r m s  e q u a l  R. R i n  t h i s  m o d e l  a n d  a  i n
t h e  p r e v i o u s  m o d e l  w i l l  b o t h  b e  e x p e r i m e n t a l l y  d e t e r m i n e d  p a r a m e t e r s , f o u n d  
b y  f i t t i n g  t h e  t h e o r e t i c a l  c u r v e  f o r  t h e  f i n a l  c o n d u c t a n c e  e q u a t i o n s  t o  
e x p e r i m e n t a l  d a t a ,  w i t h  R ( o r  a )  a s  a  v a r i a b l e  p a r a m e t e r .
I o n  A s s o c i a t i o n
F o r  s y m m e t r i c a l  e l e c t r o l y t e s , w h e r e  t h e  c o s p h e r e s  o f  a p a i r  o f  i o n s  
Mn+ a n d  Xn o v e r l a p ,  t h e  p a i r  i s  t a k e n  t o  b e  a s s o c i a t e d  a n d  w i l l  t a k e  n o  p a r t  
i n  c h a r g e  t r a n s p o r t .  H ence f o r  f r e e  Mn+ and  Xn i o n s  t h e  c h a r g e  d e n s i t y  
p ? ( r )  f o r  r <  R i s  b y  d e f i n i t i o n  z e r o .
F o r  U n s y m m e t r i c a l  e l e c t r o l y t e s ,  c o n s i d e r  f o r  e x a m p le  a n  e l e c t r o l y t e  MX2f here
n  i ^  ,
we h a v e  tw o  p o s s i b l e  a s s o c i a t i o n  e q u i l i b r i a  ( i )  M + X MX a n d
+  — v 4*( i i )  MX + X MX2/ t h u s  a  new c h a r g e - c a r r y i n g  s p e c i e s  MX i s  c r e a t e d .
From  t h e  a s s u m p t i o n  made a b o v e  R.„2+ -  = R . + ; h e n c e  i f  t h e  s o l u t i o n
(M  - A  )  (MX —X  )
w e r e  ' f r o z e n '  a t  a  g i v e n  i n s t a n t  a l l  M2+ c a t i o n s  c o u l d  b e  c o u n t e d  and
2+ — p u t  i n t o  o n e  o f  t h r e e  c a t e g o r i e s ;  (a) f r e e  M i o n s  w h e r e  n o  X i o n s  w e r e
4* —w i t h i n  r  = R, (b) MX c o n d u c t i n g  p a i r s , w h e r e  o n e  X i o n  w a s  w i t h i n  r  = R,
a n d  (c)  MX  ^ p a i r s , w h e r e  tw o  X i o n s  w e r e  w i t h i n  r  = R.
We m u s t  m ake h e r e  t h e  s i m p l i f y i n g  a s s u m p t i o n  t h a t  when  t h e  c o s p h e r e s  o f  
2+ —M a n d  X o v e r l a p ,  t h e  t w o  i o n s  r a p i d l y  r e a c h  a  s t a b l e  c o n f i g u r a t i o n ,  w i t h
t h e  p a i r  i n  c l o s e  p r o x i m i t y ,  a n d  t h e n  move t o g e t h e r  a s  a  s i n g l e  c o n d u c t i n g  
4*e n t i t y  MX u n d e r  t h e  i n f l u e n c e  o f  t h e r m a l  m o t i o n  a n d  t h e  e x t e r n a l  f i e l d .  T h u s
2+ —i n  e f f e c t  o n c e  t h e  c o s p h e r e s  o v e r l a p ,  M a n d  X a r e  n o  l o n g e r  f r e e  i o n s ,  and
4*a  new s p e c i e s  ( c o u n t e d  s e p a r a t e l y  a s  a  f r e e  MX i o n )  i s  a s s u m e d  t o  b e  i m m e d i a t e l y
c r e a t e d .  H ence t h e  c o n d i t i o n  t h a t  P j ( r ) = 0 f ° r  r  < R s t i l l  h o l d s  f o r  f r e e  
2+M i o n s .
When tw o  o p p o s i t e l y  c h a r g e d  f r e e  i o n s  i  an d  j  ( o f  t h e  same c h a r g e  m a g n i t u d e )  
a r e  c l o s e r  t h a n  r  = R, t h e y  a r e  b y  d e f i n i t i o n  p a i r e d , a n d  m ake n o  c o n t r i b u t i o n  
t o  c h a r g e  t r a n s p o r t ;  t h u s  we may n o t  i n  p r i n c i p l e  o b t a i n  i n f o r m a t i o n  on  t h e
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s i t u a t i o n  i n s i d e  R f r o m  c o n d u c t a n c e  d a t a ,  an d  c o n v e r s e l y  we d o  n o t  n e e d  t o  
*
d e s c r i b e  V . .  i n  t h i s  r e g i o n  ( i n  t h e  n o n - e q u i l i b r i u m  c a s e  h o w e v e r  we m u s t
d e f i n e  t h e  s i t u a t i o n  a t  t h e  b o u n d a r y  r  = R m o re  c l o s e l y ) .  When |e^| /  | e j (
a  new c h a r g e - c a r r y i n g  i o n i c  s p e c i e s  o f  c h a r g e  e,  — e . + e .  i s  f o r m e d ,  w h o s eK x 3
c o n t r i b u t i o n  t o  c o n d u c t a n c e  i s  c o u n t e d  s e p a r a t e l y ,  t h u s  t h e  a b o v e  s t a t e m e n t  
s t i l l  a p p l i e s .
A s  we w o u ld  e x p e c t  i n  v i e w  o f  t h e  a b o v e  d i s c u s s i o n ,  w e w i l l  f i n d  t h a t  
n e i t h e r  o f  t h e  p a r a m e t e r s  a^ a n d  b^ a p p e a r s  i n  t h e  f i n a l  c o n d u c t a n c e  e q u a t i o n  
b a s e d  o n  t h i s  m o d e l .  I t  i s  c o n v e n i e n t  h o w e v e r  t o  r e t a i n  t h e s e  t e r m s  i n  t h e  
i n i t i a l  m o d e l  s i n c e  t h e i r  i n c l u s i o n  m ak es  t h e  d e r i v a t i o n  much c l e a r e r  a t  
s e v e r a l  p o i n t s .
We w i l l  now d e r i v e  c o n d u c t a n c e  e q u a t i o n s  b a s e d  o n  t h e  New a n d  t h e  C h e m i c a l - P r i m i t i v e  
M o d e l s .  I n  t h e  i n i t i a l  s t a g e s  t h e  d e r i v a t i o n  i s  e s s e n t i a l l y  t h e  same f o r  b o t h  
t h e  C h e m i c a l - P r i m i t i v e  a n d  t h e  P h y s i c a l - P r i m i t i v e  m o d e l s ,  a n d  a t  a l a t e r  s t a g e  
we w i l l  d i s c u s s  t h e  PPM and o b t a i n  a n  e q u a t i o n  b a s e d  u p o n  i t .
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PART II
DERIVATION OF CONDUCTANCE EQUATION 
(A) ELECTROSTATIC TERMS
S E C T IO N  1 E Q U I L IB R I U M  S IT U A T I O N
The f i r s t  s t e p  i n  t h e  d e r i v a t i o n  o f  a n y  c o n d u c t a n c e  e q u a t i o n  i s  t o  o b t a i n  
a n  e x p r e s s i o n  f o r  t h e  tw o  p a r t i c l e  e q u i l i b r i u m  d i s t r i b u t i o n  f u n c t i o n  f j- j/  T h e  
s t a r t i n g  p o i n t  w i l l  b e  t h e  BBGKY h i e r a r c h y  o f  e q u a t i o n s .
C o n s i d e r  -  s o l u t i o n  c o n t a i n i n g  s_ i o n i c  s p e c i e s ;
( i o n s / c c )  f r e e  i o n s  o f  s p e c i e s  1 , w i t h  c h a r g e  e^  
n ~  . .  . .  . .  . .  . .  2  . .  . .  e „
n .i
37
We c o n s i d e r  an  a r b i t r a r i l y  c h o s e n  r e f e r e n c e  i o n  o f  s p e c i e s  j  ( c h a r g e  e ^ ) ,  we  
now r e q u i r e  a n  e x p r e s s i o n  f o r  t h e  t i m e  a v e r a g e  d i s t r i b u t i o n  o f  a l l  o t h e r  i o n s  a b o u t  
t h i s  c e n t r a l  i o n .
F o r  b o t h  m o d e l s  l e t  t h e  l o c a l  c o n c e n t r a t i o n  o f  f r e e  i - i o n s  i n  v o l u m e  e l e m e n t  d r 2 
( r 2 ^ f r o m  t h e  j - i o n )  e q u a l  n j j / r 2i )  ( s e e  F i g u r e s  1 3  & 1 4  )
I n  t h e  e q u i l i b r i u m  c a s e  l e t  n . .^  «  n j { r  ^ w h e r e  r  = l r 2]_l ( I I .  2)
t h u s  t h e  c h a r g e  d e n s i t y  a t  r „  w i l l  b e  p ? ( r )  w h e r e ;z 3
o
Pj <r) /  n . . ( r )  e  .Z  1 3 1  i
i = l
We now d e f i n e  a p a i r  d i s t r i b u t i o n  f u n c t i o n  ^ • ;j .(r 2l^  w h e r e ;
( I I . 3)
* j i ( r 2 1 > -  n j n j i ( r 2 1 > ( I I . 4)
/  g  r  \
U s i n g  t h e  d e n s i t y  e x p a n s i o n  d u e  t o  B o g o l i u b o v  an d  t h e  S c h m i t z  i t e r a t i o n
p r o c e d u r e ^ 4 2 ' 4 3 ^ , E b e l i n g  & K r i e n k e ^ 4 4  ^ h a v e  o b t a i n e d  a  g e n e r a l  e x p r e s s i o n  f o r  t h e  
e q u i l i b r i u m  p a i r  d i s t r i b u t i o n  f u n c t i o n  f ? ,  .J  X
S t a r t i n g  f r o m  a  f i r s t  a p p r o x i m a t i o n  t o  t h e  b i n a r y  d i s t r i b u t i o n  f u n c t i o n ;
f ? ±  =  n ^ n . e  V j i ^ k T (i +  G j / t )  +  0 { ( 8 k ) 2 ) )
2 2
( w h e r e  8k i s  t h e  p l a s m a  p a r a m e t e r ,  w i t h  8 “  e'/D kT  a n d  k 
a n d  G ? .  i s  a  f i r s t  o r d e r  t e r m  i n  8k )
( 1 1 , 5 )
S ni !
j i
(4ir/DkT) /  “ V l  
i = i
a n d  t h e  BBGKY h i e r a r c h y  o f  e q u a t i o n s  J 3 , t h e y  o b t a i n ;(35)
3 8
f ° i  -  n i n j V 3 i / k T ) < l  +  r t  ^ y ' d e r t  V j K / k T ) -  l ) ( e < G ? k -  W k T > -  1 }
-  e~V i t f /kT G °k/G°^) d r 3 + 0  ( n 2 ) } ( I I .  6 )
( ]c = 1 , 2 s  c o v e r i n g  a l l  i o n i c  s p e c i e s  p r e s e n t )  ( s e e  F i g u r e  1 3  f o r  r e f e r a n c e  f r a m e )  
w h e r e  j
G j i  +  V j i / k T  +  ( 1 / k T )  e " V j k / k T  G jk-V i k 7 < 3 r 3 =  0  { I I , 7 )
k
*
r f ^  -  e ^ e j / D r ^ j  t h e  c o u lo m b  p o t e n t i a l ,  and  Vj^ =  t h e  s h o r t  r a n g e  p o t e n t i a l .
E q u a t i o n s  (5) t o  (7)  a r e  v a l i d  f o r  a r b i t r a r y  s h o r t - r a n g e  p o t e n t i a l s ^4 4 ! We now
e v a l u a t e  G ? .  a n d  t h u s  f ? .  f o r  b o t h  m o d e l s .31 31
( i )  P r i m i t i v e  M o de l
I n  t h i s  m o d e l  t h e  i o n s  a r e  a ss u m e d  t o  b e  r i g i d  c h a r g e d  s p h e r e s  w i t h  a  c e n t r e  t o
ft
c e n t r e  d i s t a n c e  a  , t h e r e f o r e  t h e  s h o r t  r a n g e  p o t e n t i a l  (V j ^ )  i s  a p p r o x i m a t e d  b y  
a  ’ s t e p  f u n c t i o n 1
ftft mm\T /VT
l e t t i n g  V .  . ( r )  = ® when r  ^ a  ( t h u s  e  j i '  = 0 )
J  x
ft
a n d  V .  . ( r )  = 0  w h en  r  > a  ( t h u s  e  V j i ^ kT = 1 )
J A
I n  t h e  r e g i o n  r  g a
*
S i n c e  V . , ( r )  = «  , f ®  = o  t h u s  c h a r g e  d e n s i t y  p ?  i s  a l s o  z e r o
j  i  J i  J
i n  t h i s  r e g i o n .
I n  t h e  R e g i o n  r  > a
*
S i n c e  V^i ( r )  = 0  t h e n  e  v j j / k T _  1  and*  
s  _
f j i  = n i n j  eG1 i {  1  + y *  ' n k < J  ( { e Gj k -  l } { e Gi k -  1 } -  G ° y  G?^) d r 3 + 0 (n 2 ) }
k
a p p l y i n g  t h e  L a p l a c e  o p e r a t o r  t o  (7)  we o b t a i n ;
A G r t ( r )  = (4ir/DkT) r t  e ^ e ^ / n y C ^ y  w h i c h  h a s  t h e  s o l u t i o n ;
k '
( I I . 8 )
39
G . = e , e . (A e  / r  + A . e  / r )  ( I I . 9)
j x  i  3 o 1
B o u n d a r y  C o n d i t i o n s  f o r '  t h e  P r i m i t i v e  m o d e l
( 1 )  T he c o r r e l a t i o n  f u n c t i o n  G ? . ( r )  m u s t  go t o  z e r o  a s  r  + ® t h e r e f o r e  A.. = 0 .3 x  x
(2 )  S i n c e  c h a r g e  d e n s i t y  p ? ( r )  i s  z e r o  i n  t h e  r e g i o n  r  4 a ,  t h e  o n l y  c h a r g e  i n
t h i s  r e g i o n  i s  t h a t  on  t h e  c e n t r a l  j - i o n  ( e ^ ) .  S i n c e  t h e  w h o l e  s o l u t i o n  m u s t  b e
e l e c t r i c a l l y  n e u t r a l  , t h e  n e t  c h a r g e  o u t s i d e  r  = a  m u s t  = -  e  ^  ,
t h u s ;
4tt /  p ?  ( r )  r 2 d r  = 4tt n i e i  P Gj i  (r ) r 2 d r  = -  e..
i =
l e a d i n g  r e a d i l y  t o ;  A q
DkT e “ lc a ( l+ K a )
h e n c e ;
G ° ± = -  —   ( e " K r/ r )  ( 1 1 . 10 )
DkT e - K a  ( l+ < a)
s u b s t i t u t i n g  t h i s  r e s u l t  i n t o  ( 8) a n d  e v a l u a t i n g  t h e  i n t e g r a l  ( u s i n g  F o u r i e r  t r a n s f o r m s  
a n d  C o n v o l u t i o n  t h e o r y )  we f i n a l l y  o b t a i n ;
e i e ' - K r
fjjL =  n ^ Q  e  y D k T  { 1  +  z ± Z j  ( { z ±  +  z,.} £  f j K r )  +  £ 2 f 2 ( K r )  ) ( 8 < ) 2 +  0 ( 8 k ) 4 }
w h e r e
(1 1 . 1 1 )
s  s
 ^  ^ ' r Q Q  /  I n i Ki   ^ (a d i m e n s i o n l e s s  p a r a m e t e r )  ( 1 1 . 1 2 )
i* '  i 3 '
f ^ ( i c r )  = ( l / 4 y 3 ) {  -  l n ( 3 ) ( e  K r/ K r )  + ( e K r /icr) E i { - 3 K r }  -  (e  K r/ K r )  E i { - K r }  }
f  2 (K r)  = ( l / 8 p 4 ) { I n  (3)  e~ Kr + ( l n ( 3 )  -  4 / 3 )  ( e " K r/ Kr )  + (4 / 3 )  ( e “ 2 lcr/ K r)
-  ( 1  -  K r)  ( e K r/fcr) E i { - 3 K r >  + ( 1  + K r)  (e  K r / K r )  E i { - K r }  } ( 1 1 . 1 3 )
( \i = e  K a ( l  + Ka) a n d  E i { s K r }  = t h e  e x p o n e n t i a l  i n t e g r a l  -  s e e  b e l o w  e q u n ( 6 4 )  )
we now a ss u m e  t h a t  8k << 1 an d  e x p a n d  t h e  e x p o n e n t i a l  i n  (1 1 ) d r o p p i n g  a l l  t e r m s
3
«  ( 8k) a n d  h i g h e r  t o  o b t a i n ;
4 0
+  z i z j £ 2 f 2 (tcr) ) ( 8 k )  2 +  O  ( 8 k )  3  } (1 1 . 14 )
/
New M o d e l
*
W i t h  t h i s  m o d e l  we a s s u m e  t h a t  V .  . b e c o m e s  i n f i n i t e  a t  some p o i n t  r  = a ,  a n d  i s
J /•
n e g l i g i b l e  f o r  r  > R ( t h e  sum o f  t h e  c o s p h e r e  r a d i i )  
h e n c e :
*
*  * —v  /kTV j ^ ( r )  = 00 when  r  K a  a n d  = 0  w h en  r  > R ( t h u s  e  j i '  = 1 )
a l s o  b y  d e f i n i t i o n  f o r  f r e e  i o n s  p ?  (& t h e r e f o r e  a l s o  f ? . )  = 0  f o r  r  < R
t h u s  i n  t h e  r e g i o n  r  < R f ? ^  = 0
•k
an d  i n t h e  r e g i o n  r  > R s i n c e  V j i  = 0 t h e  d i s t r i b u t i o n  f u n c t i o n  g i v e n  i n  (8)
i s  a g a i n  u s e d .
B o u n d a r y  C o n d i t i o n s  f o r  New m o d e l  
(1 ) a s  a b o v e  0 a s  r  -*■ °°
f ? A =  n ^ n . .  { 1  -  z ± Z j  ( e * " k' r / p K r )  ( 8 k ) +  ( ^ { z ^ } 2 ( e ~ < r / y K r ) 2 +  z ^ . .  ( z ^ z . . ) £  ^ ( h x )
CO
/• ?4’ . /  .R t h a n  t h e  r e f e r e n c e  j - i o n  i n  t h e  r e g i o n  r<R)
4tr /  p ? ( r )  r 2 d r  = -  ( s i n c e  b y  d e f i n i t i o n  t h e r e  i s  n o  f r e e  i o n ,  o t h e r
t h e r e f o r e  _ _  e i e i  , - K r  , .
Aq “  -  -------- J--------------- (e  / r )  ( 1 1 . 1 5 )
DkT. e _lcR ( 1 +kR)
t h u s  f ? .  i n  t h e  new m o d e l  i s  s t i l l  g i v e n  b y  ( 1 1 )  e x c e p t  t h a t  now y  = e  kR ( 1 + kR)31
We t h e r e f o r e  s e e  t h a t  b o t h  m o d e l s  l e a d  t o  t h e  same e x p r e s s i o n  f o r  t h e  e q u i l i b r i u m
d i s t r i b u t i o n  f u n c t i o n  f °  , a n d  o n l y  t h e  s i g n i f i c a n c e  o f  t h e  d i s t a n c e  p a r a m e t e r
3 J*
d i f f e r s .  To s u m m a r is e  t h e  m e a n i n g  o f  t h e  t w o  d i s t a n c e  p a r a m e t e r s  R a n d  a :
F o r  t h e  P r i m i t i v e  M o de l
a  = t h e  d i s t a n c e  o f  c l o s e s t  a p p r o a c h  b e t w e e n  t h e  tw o  i o n s ,  b o t h  o f  w h i c h  a r e
r e p r e s e n t e d  b y  c h a r g e d  r i g i d  s p h e r e s ;  a  t h e r e f o r e  r e p r e s e n t s  t h e  sum o f  t h e  h a r d - c o r e
r a d i i  i n  t h e  r e a l  s y s t e m .
F o r  t h e  New M o de l
R = t h e  d i s t a n c e  a t  w h i c h  t h e  c o s p h e r e s  s u r r o u n d i n g  t h e  i o n s  o v e r l a p ;  a t  t h i s  
p o i n t  s h o r t - r a n g e  r e p u l s i v e  f o r c e s  b eco m e  s i g n i f i c a n t ,  f u r t h e r  a p p r o a c h  o f  t h e  c o s p h e r e s  
i s  im p e d e d ,  a n d  t h e  i o n s  b eco m e p a i r e d ,  f o r m i n g  a  new s p e c i e s  w h o s e  c o n t r i b u t i o n
t o  c h a r g e  t r a n s p o r t  i s  z e r o .
4 1
W h e re  i o n - d i p o l e  f o r c e s  a r e  l a r g e ,  s o l v e n t - s e p a r a t e d  i o n - p a i r s  w i l l  b e  fo r m e d
a n d  R = a  + n d  w h e r e  d i s  t h e  d i a m e t e r  o f  a  s o l v e n t  m o l e c u l e ,  a n d  n = 1  o r  2 ;  s  s
h e n c e
a s  i o n - d i p o l e  f o r c e s  - > - 0 ,  R -»• a ,
a n d  t h e  i o n s  w i l l  a p p r o a c h  t o  
c o n t a c t  b e f o r e  s h o r t - r a n g e  r e p u l s i v e  f o r c e s  b eco m e s i g n i f i c a n t .
S i n c e  f o r  t h e  e q u i l i b r i u m  c a s e  b o t h  m o d e l s  g i v e  r i s e  t o  t h e  sam e e x p r e s s i o n  f o r  
d i s t r i b u t i o n  f u n c t i o n  f Y  ( r ) , t h e y  w i l l  a l s o  g i v e  t h e  same e x p r e s s i o n  f o r  t h e  e x c e s s  
f r e e  e n e r g y  F * , and  t h e r e f o r e  f o r  t h e  a c t i v i t y  a n d  o s m o t i c  c o e f f i c i e n t s  o f  t h e  s o l u t e  
a n d  s o l v e n t .  T h i s  g o e s  some w a y  t o  e x p l a i n  t h e  r a t h e r  u n e x p e c t e d  s u c e s s  o f  t h e  
P r i m i t i v e  M o d e l ;  a l t h o u g h  i t  c o m p l e t e l y  n e g l e c t s  a l l  i o n - s o l v e n t  i n t e r a c t i o n s ,  t h e  PM 
g i v e s  e q u a t i o n s  w h i c h  h a v e  b e e n  f o u n d  t o  p r e d i c t  v e r y  a c c u r a t e l y  t h e  a c t i v i t y  a n d  
o s m o t i c  c o e f f i c i e n t s  o f  s y s t e m s  e v e n  w h e r e  t h e  s o l u t e  i s  p r e s e n t  i n  m o d e r a t e l y  h i g h  
c o n c e n t r a t i o n s .
A s  i o n - d i p o l e  i n t e r a c t i o n s  -> -0 ,  R -*■ a ,  a n d  t h e  m e a n in g  p r e v i o u s l y  a s c r i b e d  t o  
t h e  d i s t a n c e  p a r a m e t e r  b e c o m e s  r i g o r o u s .
4 2
S E C T IO N  2 N O N - E Q U IL I B R I U M  S IT U A T I O N
We now c o n s i d e r  t h e  s i t u a t i o n  when a n  e x t e r n a l  f i e l d  X i s  a p p l i e d  i n  t h e  
x - d i r e c t i o n .  We a ssu m e  t h a t  t h e  f i e l d  s t r e n g t h  i s  s u f f i c i e n t l y  l o w  f o r  W ie n  e f f e c t s  
t o  b e  n e g l i g i b l e ,  a n d  f o r  a  p e r t u r b a t i o n  m e th o d  o f  s o l v i n g  t h e  C o n t i n u i t y  e q u a t i o n  
t o  b e  u s e d .
C o n s i d e r  t h e  p a i r  d i s t r i b u t i o n  f u n c t i o n  f ^  = n j n j 4 »
i n  t h e  p e r t u r b e d  c a s e  l e t  f . . ( r , 0) = f ? . ( r )  + f . . ( r , 0) ( 1 1 . 1 6 )
J 1  J  J  X
o  o *h e r e  f . .  ( r )  = n . n . .  ( r )  a n d  f . .  ( r , 0 )  ( s e e  F i g u r e  1 5 )  i s  t h e  p e r t u r b a t i o n  3 x  j  j  x J  x
t o  f r t  d u e  t o  t h e  a p p l i e d  f i e l d  X.
W i t h  b o t h  m o d e ls  we h a v e  a  r e g i o n  i n  w h i c h  n ? ,  = 0  a n d  t h e r e f o r e  f ? .  = 0 .  T h i sJ X J 1
i s  d u e  t o  t h e  r i g i d  a n d  i n p e n e t r a b l e  n a t u r e  o f  t h e  i o n s  i n  t h e  P r i m i t i v e  M o d e l ,  s o
t h a t  n o  o t h e r  i o n  i s  a b l e  t o  a p p r o a c h  c l o s e r  them  r  = a .  I n  t h e  c a s e  o f  t h e  New
M o d e l  i t  i s  d u e  t o  t h e  a r b i t a r y  d e f i n i t i o n  o f  p a i r e d  i o n s , a s  t h o s e  c l o s e r  t h a n  
r  = R, Thus f r e e  j - i o n s  t a k i n g  p a r t  i n  c h a r g e  t r a n s p o r t
4 3
a r e  d e f i n e d  a s  t h o s e  w i t h  n o  o t h e r  i o n s  w i t h i n  r  = R. I n  b o t h  c a s e s ,  o u t s i d e  
t h i s  r e g i o n  (when r  > a  f o r  t h e  p r i m i t i v e  m o d e l ,  a n d  r  > R i n  t h e  new m o d e l )  
t h e  O n s a g e r  c o n t i n u i t y  e q u a t i o n ,  w h i c h  c a n  b e  o b t a i n e d  w i t h o u t  a p p r o x i m a t i o n  
f r o m  t h e  L i o u v i l l e  e q u a t i o n ,  c a n  b e  a p p l i e d .
( 1 1 . 1 7 )
W h e re  = t h e  a v e r a g e  v e l o c i t y  o f  a n  i - i o n  a t  d r 2 i n  t h e  v i c i n i t y  o f
a  j - i o n  a t  dr-^ w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  e x t e r n a l  r e f e r e n c e  f r a m e  ( s e e  F i g .  1 3 )  ,
f . ,  = n . n . .  i s  t h e  p a i r  d i s t r i b u t i o n  f u n c t i o n  -  g i v i n g  t h e  p r o b a b i l i t y  o f  
] i  3 3 1
f i n d i n g  a n  i - i o n  i n  v o lu m e  e l e m e n t  d ^  a n d  a j - i o n  i n  dr-^ s i m u l t a n e o u s l y ,
2 “ 6
f j ^  h a s  t h e  u n i t s  i o n s  cm •
( 1 7 )  r e d u c e s  t o  a d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n  o f  t h e  f o r m  :
V2f ^ ± -  q 2K2f j i  = T ( r )  C os  (6 ) ( 1 1 . 1 8 )
I n  t h e  s y m m e t r i c a l  e l e c t r o l y t e  c a s e  t h i s  g i v e s  an  e x p r e s s i o n  f o r  f ^  w i t h  t h e  
l e a d i n g  t e r m :
f . . 31 C(
e  K r (l+i<r)
+ A,
e  q K r ( l + q Kr )
) C os 8 ( 1 1 . 1 9 )
w h en  s u b j e c t  t o  t h e  b o u n d a r y  c o n d i t i o n  f j i  ^  G a s  r  00 •
w h e r e  C i s  a  c o n s t a n t .
o f  s o l u t i o n s ,  some o f  w h i c h  a r e  show n i n  F i g u r e  1 6  T he d e t e r m i n a t i o n  o f  t h e  
' c o r r e c t '  s o l u t i o n  f o r  e a c h  m o d e l  d e p e n d s  on  t h e  b o u n d a r y  c o n d i t i o n  u s e d  t o
o b t a i n  A . The c h o i c e  o f  t h i s  b o u n d a r y  c o n d i t i o n  i s  c r u c i a l  i n  t h e  d e v e l o p m e n t
44
o f  t h e  c o n d u c t a n c e  e q u a t i o n ,  a n d  d e t e r m i n e s  t h e  v a l u e  o f  a ( o r  R ) , a n d  t o  a  
l e s s e r  e x t e n t  t h e  v a l u e s ,  o b t a i n e d  f r o m  t h e  f i n a l  e q u a t i o n .
I
I f  we c o n s i d e r  t h e  b e h a v i o u r  o f  f . .  due  t o  t h e  l o n g - r a n g e  i n t e r a c t i o n s
J X
i n v o l v e d ,  a n d  w i t h o u t  c o n s i d e r a t i o n  o f  i t s  b e h a v i o u r  a t  t h e  b o u n d a r y  r  = a  
( o r  r  = R w i t h  t h e  new m o d e l )  t h e n  a  g e n e r a l  c o n d i t i o n  w h i c h  m u s t  b e  s a t i s f i e d  
i s  t h a t :
• j i  r 00 (1 1 . 20)
c  + 0
18E q u a t i o n  ( 2 0 )  w a s  u s e d  b y  F u o s s  a s  a  b o u n d a r y  c o n d i t i o n  t o  d e t e r m i n e  A q i n  
t h e  d e r i v a t i o n  o f  a  c o n d u c t a n c e  e q u a t i o n  b a s e d  on  a  m o d e l  a l m o s t  i d e n t i c a l  
t o  t h a t  p r o p o s e d  h e r e .  H o w e v e r  i t  h a s  b e e n  s h o w n t h a t  t h e  r e s u l t  o b t a i n e d
I
b y  F u o s s ,  v i z .  Aq *= - 1  s o  t h a t  f j ^  -+ 0  a s  c  -+ 0 ,  m ak es  t h e  u n j u s t i f i e d
a s s u m p t i o n  t h a t  AQ i s  i n d e p e n d e n t  o f  c o n c e n t r a t i o n .  A l t h o u g h  e q u a t i o n  ( 2 0 )
1
i s  a  n e c e s s a r y  c o n d i t i o n  f o r  f j i '  i t  i s  n o t  a  n e c e s s a r y  a n d  s u f f i c i e n t  
b o u n d a r y  c o n d i t i o n  f o r  t h i s  f u n c t i o n .  The u s e  o f  AQ = - 1  g i v e s  a  p l o t  o f
t h e  f o r m  ( 1 )  i n  F i g u r e  1 4  We n o t e  h e r e  t h a t  t h i s  p l o t  h a s  n o  maximum.
M o re  s p e c i f i c  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  a r e  r e q u i r e d  w i t h  b o t h  m o d e l s .
( 1 )  The P r i m i t i v e  M o d e l
We h a v e  s e e n  i n  t h e  e q u i l i b r i u m  c a s e  t h a t  t h e  a s s u m p t i o n  o f  r i g i d  s p h e r e s
r e q u i r e s  an  i n f i n i t e  s h o r t  r a n g e  p o t e n t i a l  f o r  r  < a .  The ' e r e c t i o n *  o f  t h i s
o 1i n f i n i t e  b a r r i e r  a t  r  = a  e n s u r e s  t h a t  f ^  a n d  t h e r e f o r e  a n d  f ^  m u s t
b o t h  -  0  a t  r  = a .  U s i n g  t h e  ' s t e p  f u n c t i o n 1 d e f i n e d  a b o v e :
j
ic 6 ,6  . x /
t h u s :  f ? .  = (e~V j i / k T ) £ ? ,  a n d  f r o m  e q u a t i o n  ( 1 3 )  = n . n .  e x p ( -  3 ( e " K r /r ) )("J x j x  j x  x J _ m
pDkT
l e t  f j i = ( e - v 5 i / k T ) E j i  w h e r e  5 j i  = + J
f j ± = ( e “V j i / k T ) h e n c e  f o r  r  <: a ,  f ^  = 0
I V
a n d  f o r  r  > a ,  f . .  =J x J x
w h e r e  w i l l  s a t i s f y  e q u a t i o n  ( 1 8 ) .
I
T h e r e f o r e  e q u a t i o n  ( 1 9 )  f o r  f ^  w i l l  h a v e  tw o  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s :
I
( 1 ) f . . ■+ 0 a s  r  ■* 0031
t
( 2) f  j  ^ = 0 when  r  = a ( 1 1 . 2 1 )
45
T h i s  c o n d i t i o n  g i v e s  ( f o r  t h e  l e a d i n g  t e r m  i n  t h e  s y m m e t r i c a l  e l e c t r o l y t e  c a s e ) :
e " K a ( l  + Ka)
A°  ctKa (1 1 . 22)
e - q K a ( l  + q x a )
w h i c h  a l s o  s a t i s f i e s  ( 2 0 ) .  U se o f  ( 2 2 )  g i v e s  a p l o t  o f  t h e  f o r m  (3)  i n  
F i g u r e  1 6  a n d  we s e e  t h a t  t h e  e x i s t e n c e  o f  t h e  i n f i n i t e  p o t e n t i a l  b a r r i e r  a t  
r  -  a  g i v e s  r i s e  t o  a  maximum i n  t h e  p l o t .
F u o s s  a n d  O n s a g e r  ( 1 9 5 7 ) ,  ^  a g a i n  u s i n g  t h e  ’ p r i m i t i v e  m o d e l ' ,  t a k e  
a s  a  b o u n d a r y  c o n d i t i o n  t h e  f a c t  t h a t  b e c a u s e  o f  t h e  s h o r t - r a n g e  r e p u l s i v e  
f o r c e s  b e t w e e n  tw o  i o n s  ' t h e  r a d i a l  co m p o n e n t  o f  t h e  r e l a t i v e  v e l o c i t y  o f  
t w o  i o n s  w i l l  b e  z e r o  a t  r  = a '  a n d  o b t a i n s
Aq = -  e ~ K a ( 1  + Ka + 5 / 1 2 < 2a 2 -  ( 1  + Ka ) K 2a 2/ 4b )
2 2 2
( 1 1 . 2 3 )
e <^ K a ( l  + qKa + q k a  /3)
I
T h i s  a l s o  s a t i s f i e s  ( 2 0 )  a n d  g i v e s  a p l o t  f o r  f ^  a g a i n s t  r  o f  t h e  fo r m  (2)  
o f  F i g u r e  1 6  We s e e  t h a t  a g a i n  a l l o w a n c e  f o r  s h o r t - r a n g e  r e p u l s i v e  f o r c e s  
g i v e s  r i s e  t o  a  maximum i n  t h e  c u r v e .
(2)  The New M o d e l
The p r o b l e m  o f  f i n d i n g  a  b o u n d a r y  c o n d i t i o n  t o  d e t e r m i n e  AQ i s  much
m o re  d i f f i c u l t  w i t h  t h i s  m o d e l .
The f a c t  t h a t  t h e  e q u i l i b r i u m  f u n c t i o n ,  f 9 .  = 0  w hen r  < R d o e s  n o t
J xI
r e q u i r e  t h a t  t h e  p e r t u r b a t i o n  f ^  s h o u l d  b e  z e r o  a t  r  = R ; t h i s  s i t u a t i o n  
a r i s e s  w i t h  t h e  p r i m i t i v e  m o d e l  o n l y  b e c a u s e  o f  t h e  i n f i n i t e  p o t e n t i a l  a t  r  = a .  
W i t h  t h e  new m o d e l  f r e e  i o n s  a r e  a r b i t r a r i l y  d e f i n e d  a s  t h o s e  w h e r e  f 9 .  = 0J x
f o r  r  R, n o  i n f i n i t e  p o t e n t i a l  b a r r i e r  o c c u r s  a t  r  = R.
Our m o d e l  c o n s i s t s  o f  c h a r g e d  s p h e r e s  o f  r a d i u s  a  s u r r o u n d e d  b y  c o s p h e r e s
o f  r a d i u s R .  The r a d i u s  R h a s  p r e v i o u s l y  b e e n  d e f i n e d  (a)  a s  t h e  d i s t a n c e
a t  w h i c h  i o n s  a r e  a ss u m e d  t o  f o r m  p a i r s  a n d  t h u s  f ? .  = 0  f o r  r  < R, a n d  (b) a sJ  x
t h e  d i s t a n c e  w h e r e  s h o r t  r a n g e  f o r c e s  becom e n e g l i g i b l e .  As m e n t i o n e d
p r e v i o u s l y  t h e s e  f o r c e s  a r e  d u e  p r i n c i p a l l y  t o  ( i )  h a r d  c o r e  r e p u l s i o n  a n d  ( i i )
d i e l e c t r i c  s a t u r a t i o n  i n  t h e  r e g i o n  a  < r  < R l e a d i n g  t o  r e p u l s i v e  f o r c e s  
( 2 6 ) .i n  t h i s  r e g i o n .  (c) O u t s i d e  w h i c h  c o n t in u u m  a p p r o x i m a t i o n s  c a n  b e  m ad e ,
b u l k  d i e l e c t r i c  c o n s t a n t  a n d  v i s c o s i t y  c a n  b e  u s e d  a n d  o n l y  l o n g  r a n g e  c o u l o m b i c  
f o r c e s  n e e d  b e  c o n s i d e r e d .
B e c a u s e  o f  t h e  h a r d - c o r e  f o r c e s  we c a n  a ss u m e  t h a t  t h e  s h o r t - r a n g e  p o t e n t i a l
*
V j j r )  w i l l  r a p i d l y  g o  t o  i n f i n i t y  a t  r  = a .
*
By d e f i n i t i o n  ->■ 0  a t  r  = R, a l l  s h o r t - r a n g e  f o r c e s  b e c o m in g  n e g l i g i b l e .
■k
We d o  n o t  a t t e m p t  an  e x a c t  d e s c r i p t i o n  o f  t h e  b e h a v i o u r  o f  V . , ( r )  i n  t h e  r e g i o n31
a  •< r  < R, w h i c h  i n  a n y  c a s e  w i l l  b e  v e r y  ' s y s t e m  s p e c i f i c 1 ; h o w e v e r ,  t h e  s h o r t - r a n g e  
f o r c e s  a c t i n g  d i r e c t l y  i n s i d e  r  = R m u s t  b e  c o n s i d e r e d  when  a b o u n d a r y  c o n d i t i o n
I
f o r  f  . . a t  r  = R i s  c h o s e n .
J x
A s  tw o  i o n s  a p p r o a c h ,  t h e  n a t u r e  o f  t h e  s h o r t - r a n g e  f o r c e s  e n c o u n t e r e d  w i l l  b e  
d e p e n d e n t  on t h e  e x t e n t  o f  i o n - d i p o l e  i n t e r a c t i o n s .  When t h e s e  f o r c e s  a r e  l a r g e ,  
s i g n i f i c a n t  s o l v a t i o n  s h e l l s  w i l l  e x i s t  a b o u t  b o t h  i o n s ,  a n d  t h e  f i r s t  s h o r t - r a n g e  
f o r c e s  t o  b e  f e l t  w i l l  b e  ( i )  t h e  f o r c e  d u e  t o  d i e l e c t r i c  s a t u r a t i o n  w i t h i n  t h e s e  
s o l v a t i o n  s p h e r e s ^ 2 4 ' 2 8  ^ a n d  ( i i )  t h e  f o r c e  r e q u i r e d  t o  ' s q u e e z e  o u t '  a  s o l v e n t  
m o l e c u l e  f r o m  t h e  S S I P  w h i c h  w i l l  b e  f o r m e d .  W h e re  i o n - s o l v e n t  e f f e c t s  a r e  s m a l l ,  
n e i t h e r  o f  t h e s e  f o r c e s  w i l l  b e  s i g n i f i c a n t ,  a n d  t h e  f i r s t  r e p u l s i v e  i n t e r a c t i o n  w i l l  
b e  t h e  h a r d - c o r e  q u a n tu m  f o r c e  d u e  t o  o v e r l a p  o f  e l e c t r o n  o r b i t a l s .
( i )  We h a v e  e q u a t e d  R w i t h  t h e  p o i n t  a t  w h i c h  a  S S I P  o r  CIP w i l l  f o r m ,  t h e r e f o r e  
we m ay e x p e c t  t h a t
( 3 W ? j / 8 r ) __„ = 0  a n d  ( 3 f ? . / 3 r )  ^ = 0  f o r  t h e  r e a l  s y s t e m .J X 3_— K J 1  i —K------------------------------- ----  —1
I
( i i )  We h a v e  s e e n  a b o v e  (an d  s e e  F i g . 1 6 )  t h a t  f ^  w i l l  i n c r e a s e  m o n o t o n i c a l l y  a s
r  d e c r e a s e s ,  w h e r e  l o n g - r a n g e  f o r c e s  a l o n e  a r e  i n v o l v e d ,  a n d  g o e s  t h r o u g h  a maximum  
a n d  d e c r e a s e s  o n l y  w h e r e  t h e  e f f e c t s  o f  s h o r t - r a n g e  r e p u l s i v e  i n t e r a c t i o n s  n e a r  t h e  
c e n t r a l  i o n  a r e  c o n s i d e r e d .
From  ( i )  and  ( i i )  i t  i s  t h u s  r e a s o n a b l e  t o  e q u a t e  R w i t h  t h e  d i s t a n c e  a t  w h i c h  
i n  t h e  m o d e l  t h e  e f f e c t s  o f  t h e s e  s h o r t - r a n g e  i n t e r a c t i o n s  b e c o m e s  s i g n i f i c a n t  e n o u g h
i
t o  c a u s e  a  maximum t o  o c c u r  i n  ^jj_* T h i s  may b e  e x p e c t e d  t o  o c c u r  w hen  t h e  i o n s  
a r e  ^  1  t o  2 s o l v e n t  m o l e c u l e  d i a m e t e r s  a p a r t .  Thus we h a v e  t h e  b o u n d a r y  c o n d i t i o n :
d f ^ / d r  = 0  a t  r  = R. ( 1 1 . 2 4 )
When r  i s  much l e s s  t h a n  R m u t u a l  p o l a r i z a t i o n  f o r c e s  b e t w e e n  t h e  i o n s  w i l l  b eco m e
\k
s i g n i f i c a n t  a n d  m ay o s c i l l a t e  a s  r  d e c r e a s e s  b e f o r e  g o i n g  t o  +m when  q u a n tu m  
e f f e c t s  p r e d o m i n a t e  a t  r  = a .
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A v e r y  r e a s o n a b l e  c o n s e q u e n c e  o f  t h i s  b o u n d a r y  c o n d i t i o n  i s  t h a t  t h e  
r a d i a l  c o m p o n e n t  o f  t h e  r e l a t i v e  d i f f u s i o n  v e l o c i t y  i s  u n p e r t u r b e d  a t  r  = R 
b y  t h e  a p p l i e d  f i e l d .
v d i f f  _  kT ( + (jo . ) g r  a d  ( I n  f . . )
Ji  1 3 31
I
t h u s  i f  t h e  a b o v e  h o l d s :  g r a d ( l n  f . . ) . r  = 0  a t  r  = R ( 1 1 . 2 5 )3 j-
■ 1
m u l t i p l y  b y  f . . :  t h e n  g r a d ( f . . ) , r a  0  a t  r  = R ( 1 1 . 2 6 )J X J x
t h u s :  d f . . / d r  = 0  when  r  = R3 x
T h i s  new b o u n d a r y  c o n d i t i o n  g i v e s :
A
e _tcR ( 1  + kR + k 2R2/ 2 )
0 -ctkR 2 2 2 ( 1 1 . 2 7 )
e  qiCK( l  + qxR + q  k V / 2 )
w h i c h  s a t i s f i e s  t h e  c o n d i t i o n :
l i r a  f . .  5/
ch-o 3
E q u a t i o n  ( 2 7 )  when, e x p a n d e d  g i v e s :
Ao = -  1  -  ( l - q 3 ) K J R3/6  ~ ( l - q 4 ) K 4R4/6  +
4 8
S E C T IO N  3 S O L U T IO N  O F T H E  O N S A G E R  C O N T IN U IT Y  E Q U A T IO N
RELAXATION FIELD
thW e - r e q u i r e  t h e  r e l a x a t i o n  f i e l d  AX a c t i n g  on  an  i o n  o f  t h e  j  i o n i c  s p e c i e s  i n  a  
s o l u t i o n  c o n t a i n i n g  £  s p e c i e s .
A t  t h i s  p o i n t  i t  i s  o f  v a l u e  t o  d e f i n e  some new f u n c t i o n s .  We d e f i n e  a  n u m e r i c a l  p a i r  
d i s t r i b u t i o n  f u n c t i o n  F . .  w h e r e  f . .  = n . n . F . . .j i  j i  3 i  j i
When i  a n d  ±  a r e  v e r y  f a r  a p a r t ,  t h e  c o n c e n t r a t i o n  o f  e a c h  i n  i t s  v o lu m e  e l e m e n t  
w i l l  r e d u c e  t o  i t s  b u l k  v a l u e ,  t h u s ;
l i m  f j i  "*■ n j n i  ( 1 1 . 2 8 )
27+-00
h e n c e  i t  i s  n a t u r a l  t o  i n t r o d u c e  a f u n c t i o n  g i v i n g  t h e  d e v i a t i o n  o f  t h e  p a i r  d . f
f r o m  i t s  a s y m p t o t i c  v a l u e  -  a p a i r  c o r r e l a t i o n  f u n c t i o n  g . . ,  w h e r e  F . .  = (1  + g . . )  —     —  ------ ---— —— j i  j i  j  i
We d e f i n e  e q u i l i b r i u m  a n d  p e r t u r b a t i o n  t e r m s  o f  g ^  a s  w i t h  f j  y .
T r i p l e  i o n  f u n c t i o n s ,  F j j_ k a n d  g j i k  may  a3-s o  b e  d e f i n e d  i n  a n  e q u i v a l e n t
m a n n e r  t o  t h e  ' p a i r *  f u n c t i o n s ,  f o r  e x a m p l e ;
n j ^ k = t h e  nu m b er  o f  k - i o n s  ( p e r  c c )  i n  a  v o lu m e  e l e m e n t  d r ^  when t h e r e  i s  a
j - i o n  a t  d r ^  a n d  a n  i - i o n  a t  d r 2 .-
f j i k  = n j “ i n kF j i k  a n d  F J l k  = (1  + S j i  + g j k  + 9 i k  + g j i k >  ( 1 1 - 2 5 )
We a s s u m e  t h a t  i n  t h e  c o n c e n t r a t i o n  r a n g e  t o  b e  c o n s i d e r e d ,  t h e  t r i p l e  c o r r e l a t i o n  
f u n c t i o n  9 j i k  i s  a p p r o x i m a t e l y  z e r o ^ 3 4 L  t h u s ;
F j i k  “ 11 + + g j k  + g ik>
O u r  s t a r t i n g  p o i n t  i n  d e r i v i n g  t h e  r e l a x a t i o n  t e r m s  i s  t h e  O n s a g e r  c o n t i n u i t y  e q u a t i o n
I n  t h e  r e g i o n  r  > a  f o r  t h e  P r i m i t i v e  m o d e l  a n d  r  > R f o r  t h e  New m o d e l ,
d i v x ( f i ; . ( - r ) v ±j )  + d i v 2 ( f j j ,  ( r JV j j^ )  = 0 ( 1 1 . 1 7 )
l e t  v . . = v .  + (o. H . . „ ,J i  i  i  J i  ( 1 1 . 3 0 )
w h e r e  v ^  = t h e  t i m e  a v e r a g e  s o l v e n t  v e l o c i t y  ( r e l a t i v e  t o  t h e  e x t e r n a l  r e f e r e n c e  f r a m e )
a t  t h e  s i t e  o f  t h e  i - i o n .
oj/ = t h e  m o b i l i t y  o f  t h e  i - i o n .
H, , = t h e  f o r c e  a c t i n g  on  t h e  i - i o n .
31
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t h u s
w h e r e
v j ±  = v ± + ®i (X e jL $  -  V2<t>j;L -  kT V2 l n ( f j ± ) ) ( 1 1 . 3 1 )
Xe^ ^  = f o r c e  d u e  t o  t h e  e x t e r n a l  f i e l d  ( a c t i n g  a l o n g  t h e  x - a x i s ) .
^ ^ j i  ~ f o r c e  d u e  t o  t k e  l ° c a l  e l e c t r o s t a t i c  f i e l d  a t  d r 2 .
kT V „ l n ( f . . )  = f o r c e  d u e  t o  t h e r m a l  m o t i o n ,
Z  J 1
V2 ^ i  h a s  t w o  p a r t s  ( i )  d u e  t o  t h e  a c t i o n  o f  t h e  f i e l d  o f  t h e  j - i o n ,
( i i )  d u e  t o  t h e  t o t a l  i o n  a t m o s p h e r e  a b o u t  t h e  i - j  p a i r .
1 V j i  -  V l V D r ) + 2  . /  V2 ( e i e k / D r i k ) n j i k  d r 3 « ! ■ « >
now n j l k  = nk F j i k ' F j l
k = l
t h e r e f o r e :
s
v j l  = v i  + »j.<X e ± *  '  V ^ e ^ / D r )  -  Y n k / v e i e k / D r i k , F j i k ' ' F j i  d r 3
k = l  ^
-  kT V2 l n ( f j i ) ) ( 1 1 . 3 3 )
We s u b s t i t u t e  (33 )  i n t o  ( 1 7 ) ,  u s i n g  t h e  r e l a t i o n s h i p s  g i v e n  a b o v e ,  w h i c h  r e l a t e
e q u i l i b r i u m  a n d  p e r t u r b a t i o n  t e r m s  a n d  t h e  v a r i o u s  d i s t r i b u t i o n  a n d  c o r r e l a t i o n
2
f u n c t i o n s ;  we n e g l e c t  a l l  t e r m s  p r o p o r t i o n a l  t o  X , a n d  t h o s e  n o t  g i v i n g  r i s e  t o  
d i r e c t e d  m o t i o n .  U s i n g  t h e  f o l l o w i n g  r e l a t i o n s h i p s ^ 4 5 ^
V2 -  -  -  V f ( r )  = f j j l - r )
f j ( - r )  = - f + r )  -  t : ± ( r )  = + ( r , 8) f ^ t r )  -  ( r )
v .  ( - r )  = v .  ( r )  ( r  = r . r  r  = r . .  r  = t h e  u n i t  v e c t o r  )3 3 31
2
a n d  w r i t i n g  A — V
we o b t a i n  a l l  e x p r e s s i o n s  i n  t e r m s  o f  r  ( = r . . ) ,  and^ 4 5 , 4 6  )
. \  1 ( e . w . n . f  . . ( r , 0) + e  .to ,n  . f . .  ( r , 0)
A f  . . ( r , 0 )  -  - i X .  >  e . — — -
DkT k f t 4 (wi  + “ j )
X ( e . to .  -  e .c o . )  ( v ,  -  v . ) „ , „ o  ,
  U -  ( 9 £ ? . ( r ) / 3 x )  + — i --------
kT(w + w . )  31  kT (to. + w . )1  J 1  J
~  ? ( £ • / •  V ( e . e . / D r )  ( 1 1 . 3 4 )
kT
( s e e  A p p e n d i x  2)
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A l l  o f  t h e  T ^  t e r m s  i n  ( 3 5 )  h a v e  t h e  fo r m  ( o r  w i t h  c a n  r e a d i l y  b e  p u t  i n t o
i n  t h e  r e g i o n  r  > a  f o r  t h e  p r i m i t i v e  m o d e l ,  a n d  r  > R  f o r  t h e  N e w  m o d e l .
t h e  f o r m ) :
T ( t ) ( r , 0 )  = M U .  ( r )  C o s  6
d r ( 1 1 . 3 6 )
/' re  K r / r  d r  (C = a  c o n s t a n t )  ( 1 1 . 3 7 )
( t )a n d  a r e  s i m p l e  e x p o n e n t i a l  f u n c t i o n s  i n  ic r ;  t  = o , l , 2
2__
l e t  f j i -  h j i ’ +  N ' t ’ +  h j i ’ - Ue L / r . e )  -  Q t g l r . l l  ( I I . 3 8 )
t = o
t h u s  we h a v e  t h r e e  e q u a t i o n s  o f  t h e  f o r m :
'  Tn (h j k ' \ i >  -  T ( t ) (r<e> ( 1 1 . 3 9 )
w h e r e  t  = o , l , 2
I
l e t  p j ( r , 0) b e  t h e  p e r t u r b a t i o n  t o  t h e  c h a r g e  d e n s i t y
Where a ’ fr- nv -  1
3 ' “  n .  2 - J f j i ( r ' 6> S i  ( I I ’ 4 0 )
i = l
now l e t  p !  ( r , 8 ) = * p ..*4 ( r , 6 ) c o r r e s p o n d i n g  t o  t h e  e x p a n s i o n  o f
t = o
t h u s :  p ! : t }  = - f a y  h f f i  ejL ( 1 1 . 4 1 )
3 i = l
w e now m u l t i p l y  t h r o u g h  b y  e . / n .  a n d  sum o v e r  i  ( 1  -> s )  t o  o b t a i n :3- D
. ( t )  4 ,  Y  ( n ^ Q p Q  -  n l 6 i e i M1 p { t ) l .  V " 1 e l T ( t l  l r , 6 >
" DkT4 - J  « . , + » , )  “  Z _ i  n . ( « • « )
i = l  i  3 i = i  3
Two new t e r m s  a r e  now i n t r o d u c e d ;  5  i s  t h e  m ean m o b i l i t y . ,
2 \  2a n d  t i  i s  t h e  l i m i t i n g  t r a n s p o r t  n u m b e r ,  w h e r e  y  = n y y p y  > n^e^m^ ( 1 1 . 4 4 )
X~ ( 23 )
d i v i d i n g  t h r o u g h  e q u a t i o n  ( 4 2 )  b y  e^ a n d  u s i n g  t h e s e  new t e r m s  we o b t a i n '
r
* < > , . . >  -  < fa Y ( <t>7 , + y v  (p ,t ,  J .  y
( 1 1 . 4 5 )
(2 3 )
U s i n g  t h e  g e n e r a l  m e t h o d s  d e r i v e d  b y  O n s a g e r  a n d  Kim ' f o r  s o l u t i o n s  c o n t a i n i n g  £  
i o n i c  s p e c i e s ,  we c a n  r e p l a c e  t h e  £  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s  r e p r e s e n t e d  b y  ( 4 5 )  b y  
t h e  f o l l o w i n g  s i n g l e  e x p r e s s i o n :
A ( r , 0 )  -  x 2 q Y*t }  = \  t , X ?  A j t } O f ( t )  ( r ) / 3 x )  ( 1 1 . 4 6 )
F  t  Jr /  i 3 J J
j = i
( t )
f t )  f t )  r t  * (r f 0 )
w h e r e  a Y j ( 3  / 5  x )  f  ( r )  = \ ------- — ±----------------
3 rf— \ e .m
a n d  _  y t .x P ( p r t ) / e J
( 1 1 . 4 7 )
j  ( 1 1 . 4 8 )
j = l
I n  t h e  a b o v e  e x p r e s s i o n s
s
N w . o \
XP = , P J- 2 , w h e r e  1/N  = \  — 3------- 2 2
a). — a  s  1 (w . — a  )j p y y  1 p
qP
s
y  1 rnt.w...
= y  -— +■■■+■■ —w  - a n d  a a r e  s o l u t i o n s  o f  t h e  e q u a t i o n ;
X  I (wt -  a  ) P(wi  “ “ p 1 i = l  1  p
i = l
P = 2 , 3 , . . . . » , s
now 1 s t  a ' 41  -  >  4 t>
P /  , 3 3 3  ( 1 1 . 4 9 )
j = l
t h e r e f o r e  we now h a v e  t h r e e  e q u a t i o n s  o f  t h e  f o r m :
A Y<t }  -  K2 q Y *t J  = A ^ O / S x )  f ( t ) ( r )  ( I
P P P P
w h e r e  t =  0 , 1 , 2 .
T h e s e  e q u a t i o n s  ( 5 0 )  c a n  r e a d i l y  b e  s o l v e d  u s i n g  L a p l a c e  T r a n s f o r m s  i n  t h e  m a n n e r  
d i s c u s s e d  i n  A p p e n d i x  4 = 
see Appendix 3
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i f  Y to* = -  g ! ' *  ( r )  C o s  0
P P
( I I . 5 1 )
we o b t a i n ;
G ( t )  = ( 1  -  q Y r )  C A + f ( t )
P P r 2 1
hjl - q  <r .
+ ( 1  + q \ r )  — ' {  A -  r  f  ( r ) d r  }  ( 1 1 , 5 2 )
p r
s
w h e r e  = -  e . C o s  0 \  x ?  ( r )  ( s e e  A p p e n d i x  3)  ( 1 1 . 5 3 )
J J /  J P
f o r  r  > a  w i t h  t h e  p r i m i t i v e  m o d e l  a n d  r  > R w i t h  t h e  new m o d e l .
B o u n d a r y  C o n d i t i o n s
A s  s t a t e d  a b o v e ,  f o r  t h e  P r i m i t i v e  M o d e l  we u s e  t h e  t w o  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s ;
I
BC ( 1 )  f . ,  0  a s  r  -»• “
J X
I
BC (2)  f . .  = 0  w h en  r  = a
J
h e n c e  i t  f o l l o w s ,  s i n c e  G ^ °^ ,  a n d  G ^  a n d  c o r r e s p o n d i n g  t e r m s  i n  Y a n d  p .
P ' P P P 3
a r e  l i n e a r l y  i n d e p e n d e n t ,  t h a t ;
( 1 )  + 0  a s  r  ■+ ®
P „
(2)  . = 0  w hen  r  = a  f o r  a l l  t .
P
g i v i n g
A .  = — {  /  e  g p !Cr *  f  ^  ( r ) d r  + C/q k 2 J    —A   d r  }  ( 1 1 . 5 4 )
2qjK •  6 P /
a n d  A
2q^tc 1 + q^Ka
e2qpKa e- q Q  r f i t )  (r)ar + e- (1^ )Kr ar j
e qJ K r  r  f ( t ) ( r ) d r  + -£ -
(1-q"2 ) Kr  2C (x+q K2 a ) e  (-h+qp)*-3
d r  +
q p K a (k - k q ) ( l + q p Ka)
( 1 1 . 5 5 )
N o t e :  The l o w e r  l i m i t s  o f  i n t e g r a t i o n  i n  (52 )  h a v e  b e e n  a b s o r b e d  i n t o  t h e  c o n s t a n t s
A ^  a n d  A 2 .
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F o r  t h e  N e w  M o d e l :
BC ( 1 )  f . .31 0  a s  r
BC (2 )  d f ^ / d r 0  w h e n  r  =  R .
h e n c e
(1 ) ( r )  0  a s  r  •* °°P
( 2 )  dG^t J  ( r ) / d r  = 0  w hen  r  = R
g i v i n g :
( t )
2 q  K 
P
e " q p Kr r  ( r ) d r  + C/qp K2
- ( l + q Z ) K r
d ^ }  ( 1 1 . 5 6 )
a n d
A2
^ l - q W q p K R / 2  ^
2cV  i+ q ^ a+qp< r  n
2 q ~KR (  / e " qp K r r  f ^ d r  + - £ j
** ( 1 + q d  .Kr
—-  d r  )
q x r  £ ( t )  , , Ce^ p  r  f  d r  +  0
q /
q p -  f t  R r
^ - ( 1 - q ^ j K r  2C (1+ q  xR+q k 2 R2 / 2 . ' -  q p ' KR
^ d r  H- 1 - .... . ^  " r 11
9p K 2 ( 3 - q p ) ( l+ q p K R + q p KZR2 / 2 )
e f t  R3A ( t > f  < «  y  p e1j■",-li r s -  2
2 ( l+ q^cR + qp K R / 2 )
( 1 1 . 5 7 )
R e l a x a t i o n  f i e l d  t e r m s
L e t  KTe  ^ b e  t h e  r e l a x a t i o n  f o r c e  a c t i n g  on  a j - i o n ,  d u e  t o  t h e  a s y m m e t r i c  
d i s t r i b u t i o n  o f  f r e e  i o n s  i n  t h e  r e g i o n  r  > a  f o r  t h e  p r i m i t i v e  m o d e l  a n d  r  > R 
f o r  t h e  new m o d e l .
v p  1
Kj  = 7 ( e ±e j /D r) n j ±  d r  ( I I  5 8 )
i=1
a roX
t h e  c o m p o n e n t  o f  t h i s  f o r c e  i n  t h e  f i e l d  d i r e c t i o n  ( t a k e n  a s  t h e  x - a x i s )  = i . K j  
t h u s  t h e  r e l a x a t i o n  f i e l d  AX^ i s  g i v e n  b y :
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, / p . ( r , 9 )  C o s  (0)
AXj = ~ J  ~~A— g-------- —  d r  ( 1 1 . 6 0 )
h e n c e  i f  ( r , 0 )  = P^ ( r )  C o s ( 0 )  t h e n  u s i n g  s p h e r i c a l  p o l a r  c o o r d i n a t e s  ( s e e  F i g , 1 5  )
/ - it y*2ir
AXj = -  —i — j j /  P j  S i n ( 0 )  d r  d0 d<}) ( 1 1 . 6 1 )
w h e r e  d = a  f o r  t h e  P r i m i t i v e  m o d e l ,  a n d  d = R f o r  t h e  New m odel},  
t h i s  r e d u c e s  t o ;
A x .  = -  j  p ( r )  d r  ( 1 1 . 6 2 )
30 ' U
2 2
f r o m  a b o v e  ( e q u n . 4 1 )  p.. ( r , 0 )  = ^  * pj*^  ( r , 0) = C o s ( 0 ) ^  ' P j ^ ( r )
t—o t+d12
l e t  AX. = \  h x Y  h e n c e  f r o m  ( 5 3 )  an d  ( 6 2 )  we o b t a i n :
t=0
ix:.(t) - i  V  X ?  /  oit) ( r )  d r
3 ‘  3D J A
p=2
f o r  t  = 0 , 1 , 2
w h e r e  d = a  f o r  t h e  p r i m i t i v e  m o d e l ,  a n d  d = R f o r  t h e  New m o d e l .
S u b s t i t u t i n g  Gp^  f r o m  ( 5 2 )  i n t o  ( 6 3 )  w i t h  t h e  v a l u e s  o f  A^ a n d  A 2 g i v e n  a b o v e  
( 5 4  -  5 7 )  we o b t a i n s
( i )  F o r  t h e  P r i m i t i v e  M o d e l
faqrtr „ . ( t )4ue.. \ S 1 „  ^ / e  qp r  f y  ( r )  d r
psrt ” •1PfCa ^
. . .  4iTe. X  i ,.  , q k
A X ( t )   ------------1 \  x P f l < t > c  f a - f -
3 3D /  , 3 P 1+gS
E i { ( 1 + q ^ ) « a }  e q p Ka 2
+ C (  — fa   + - ^—  -  E i { x a } / K  q p )  i
(1-t-q^xa) K q p ic q ^ ( l + q p ) ( l + q p ica)
( 1 1 . 6 4 )
w h e r e  E i { s K a }  = /  e  / r  d r  = -  0 . 5 7 7 2  -  l n ( s x a )  + s x a  -  (sica) / 2 . 2 I  . . . . .
a
t h e  e x p o n e n t i a l  i n t e g r a l .
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( i i )  f o r  t h e  N e w  M o d e l
i x (t) = .  l ! f i x Q xP Aa )  (   f - t y r  r f  tt) (r) dr
3D /  3 P (1+q KR+q K R / 2 ) J E
P=2 ' P P
%
E i {  ( l+ q '2) kR} e qp KR e ~ K R ......................................
^ ( l+qricR+qp K2 R2 / 2) t c \ r  ? q j  ( l+ q p ) ( l+q^KR+qp K2 R2 / 2 )
E i{K R }  (1+q^KR) v  ^ 4ue_.R2 'l\ S * ^ a J ^  f^ *4  ( r )
£_     )  }  -  — I___ \  x ?  - 2 ___r-______ - 5-9__
/ q J l + q ] K R + q  K2 R2 / 2  6D Z _ j  3 (1+q^KR+q K2 R2 / 2 )  ( 1 1 . 6 5 )
P P P "  p=2 p  p
T he i n d i v i d u a l  A x j*4  t e r m s  c a n  now b e  c a l c u l a t e d  f o r  b o t h  m o d e ls ' ,  we s i m p l y
r e q u i r e ,  C , a Y 0 an d  f / ^  f o r  t  = 0 , 1 , 2 *
P
D e t e r m i n a t i o n  o f  t h e  s e p a r a t e  r e l a x a t i o n  t e r m s :
( 1 )  A X j ( t h e  l e a d i n g  r e l a x a t i o n  t e r m )  d u e  t o  e x t e r n a l  f i e l d  e f f e c t s :
, . X (e .w . -  e  .w . )
h e r e  T v ° )  =  — — .— U L _  ( 3 / S x )  f  . . ( r )  ( 1 1 . 6 6 )
kT(Wi + W;.) 31
t h u s
A<°> O / a x )  f < ° > ( r >  = S -  f a , *  Y  A in  -  » J . * £  ( s / a x )  f °  (r)
P  3 3 Q  +  ( 1 1 . 6 7 )
f r o m  a b o v e  ( 1 4 ) :
f ? i  =  n ±n j {  1  -  z ±Z j  ( e“K r / u K r )  ( 8 k )  +  ( ^ } 2 ( e ~ K r / U K r )  2 +  ( z q + z . . )  E , f  l  ( K r )
+  z ^ .  f a  f 2 (Kr) ) ( 8 k )  2 +  0  ( 8 k )  3 }  ( I I . 6 8 )  *
f o r  s y m m e t r i c a l  e l e c t r o l y t e s  t h e  4 t h  a n d  5 t h  t e r m s  i n  (68 )  v a n i s h .
I t  i s  c o n v e n i e n t  a t  t h i s  p o i n t  t o  d i v i d e  ( s e e  e q u n . 3 7 ) )  i n t o  f o u r  p a r t s ,
t h u s  s p l i t i n g  AX^0  ^ i n t o  f o u r  t e r m s .
* (  i n  a l l  c a s e s  u = e"*K a ( l  + ica) f o r  t h e  P r i m i t i v e  M o d e l ;  a n d  \i -  e  k R ( 1  + kR) 
f o r  t h e  New M o de l)
56
Q g (
^x ( o , l )  c o r r e s p o n d i n g  t o  f  ° A )  = -  — i —IL(e K r / r )  ( I I ,  7o )
3 e  yDkT
AX f0 ' 2 ) c o r r e s p o n d i n g  t o  f ( 0 / 2 )  _  . % ( - A —1  ) 2 (e  2 lc r/ r )  ( 1 1 . 7 1 )
yDkT
A x fO /3)  c o r r e s p o n d i n g  t o  f (0 / 3 )  _  2>2 ( z . + z . )  £ f .  (ter) ( 8k ) 2 ( 1 1 . 7 2 )
D ® x j  i  j  x
a n d  A x f ^ ' 4  ^ c o r r e s p o n d i n g  t o  Z 0 ' 4  ^ = z . z .  £2 f 0 ( i c r ) ( 8K) 2 ( 1 1 . 7 3 )3 e  x 3 z
F o r  t h e  P r i m i t i v e  M o d e l
a x ] 0 ' 1 1  = -  — i- X ? ( t  A e  ) ( 1  -  q^) ---------- ----------- E—  ( 1 1 . 7 4 )
3 3DkT /  , 3 o o o  p (i+ica) ( 1 + q f t a )
p ^ 7  P
s
w h e r e  ( V o V  =
o V=1' k
t n  K e .  x u . e . e t r ( e. t o.  -  e^ to ft  TrC (2+ q(;)K a}
AX .   3-
3 6 (DkT) 2
V x ?  y v ;  y  1 a  v - * - *— — 2— + —/ A  3 ZL_£ (^i  + wv ) (1+Ka) (l+qpKa)
P=Z v= x  1=1  ( I I > 7 5 )
Y ^  2> n .  e .
1 1
- s  ^
w h e r e  t o  = n 4 e 4 / ^ 4 4 a n d  Tr( SKa> = e ^ ^ E i f  sica} ( 1 1 . 7 6 )
i = l
4 x ( 0 , 3 ,  = + £ .  2 Y x ?  Y v ?  Y  V W ' V l  -  ^ )  ^ . « 0 _
3 1 2  (DkT) /  , 3 /  , v  v  /  , (to, + to ) ( l+ < a )  e  Ka ( 1 + q Y a )
P“ 2 v = l  i - 1  p ( I I . 7 7 )
w h e r e  J ,  = — ~—  l n ( 3 / 2 + q ^ )  + O (Ka) a n d  " £ ' = e£ ( 1 1 . 7 8 )
(l-qp) P
to 4> ic2e. (?M 2 Y  1 o D J2 (Ka)
A x }  ' = ------ X" „ >  X ?  ( t  XP e  ) ------------------  2---------- E--------  ( 1 1 . 7 9 )
3 24 (DkT)2 Z __ , 3 °  a  °  ( 1  + K a ) 2 ( l  + q j x a )
p=2 P
w h e r e  J  = -A   l f f 3 / ( 2 + q ^ ) }  + (2 / 3 )  ( l+ 2 q ^ )  / ( 2 + q J)  + O (Ka) ( 1 1 . 8 0 )
2 ( 1  } P P P
A x j 0 ' 3  ^ a n d  AX_j0 ' 4  ^ a r e  s m a l l  b u t  v e r y  c o m p le x  t e r m s  i n  t h e  r e l a x a t i o n  f i e l d ,  
w h i c h  v a n i s h  f o r  s y m m e t r i c a l  e l e c t r o l y t e s ' ,  b e c a u s e  o f  t h i s ,  we h a v e  e x p a n d e d  t h e  
o r i g i n a l  e x p r e s s i o n s  f o r  a n d  Y  an<4 r e t a i n e d  o n l y  t h e  n u m e r i c a l  t e r m s  ( s e e  
A p p e n d i x  5  ) .
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F o r  t h e  N e w M o d e l
( 0  1)  K e i  ,V§— 1 D  D k ( 1  + ( l+ q „ ) K R / 2 )
A X 10 ' 11 = -   1 _ \  x ?  ( t  > ( 1  -  q ? ) --  ■ + ----------- 5- 5-  ( 1 1 . 8 1 )
3 3DkT Z  , P ( 1 +kR) (1+q  xR+q K + T / 2 )
p=2 p p
2  L *
l r , K2 e  . — 1 _ Vs — t iq5— 1 u . e . e  ( e . w .  -  e  10 ) (Tr{ (2+ q ^ )x R )  + h )
i x i    1  2 \  X? >  t  XF r t ---------------------------  2 - S ------------------f a r t  2 2
3 6 (DkT) Z  1 3 Z  ! Z  ' (to. + to ) (1+xR) (1+ q  xR+q K R / 2 )
p=2 v = l  i = l  i v  p  p
( 1 1 . 8 2 )
av<o,3> .  r t * '  r t v P r t t  vP r t  “ i ' W ' v i - V v 1 Ji (kR) ,t t
3 1 2  (DkT)2 3 V V / U  (Uli  + Mv ) (1-BcR)2 (l+ q^KR+qp K2E2/ 2 )
w h e r e  J .  = — - —  l n { 3 / ( 2 + q ^ ) }  + O(xR)
( l - q p ) P ( I I . 8 4 }
( 0 , 4 )  K2 e .  ( ? * ) 2 x~—1 p p J 2 (kR)
AXi  =   2 > A  ( t a x a e c }-- ------------------ T  5------------ T T -  ( 1 1 . 8 5 )3 2 4  (DkT) Z — 1 3 CT a a  ( 1  + xR) ( 1 + q r tR + q  K R / 2 )
p=2 p p
w h e r e  J „  = — - —  ln(  3 / (2+q^) } + (2 / 3 )  ( l+ 2 q ^ )/ (2 + q ^ 5) + 0 (kR) ( 1 1 . 8 6 )
2 ( l - q _ )  P P P
tr
(1 )(2 )  AXj  t h e  H y d ro d y n a m ic  r e l a x a t i o n  t e r m
tn  _ (Ti  ~ f a 1 • 7f ? i (r)T v ' =  ±---------1--------------Li  (1 1 .8 7 )
kT (w . + w .)1
3/2When t e r m s  o n l y  a s  f a r  a s  t h o s e  p r o p o r t i o n a l  t o  c  '  a r e  r e q u i r e d  i n  t h e  
f i n a l  c o n d u c t a n c e  e q u a t i o n ,  t h e  f i r s t  tw o  t e r m s  o n l y  i n  t h e  e x p a n s i o n  o f  f r t  (r) 
a r e  n e e d e d  ^k 14  5 ^ ,
5 8
(11 nin-iei ei (v, “ vri*r
t h u s :  T v > =  -  ■ 1  J ,* ■ 2  i -----------3--------  ( d / d r )  ( e  K r / r )  ( 1 1 . 88)
U D ( k T )2 (w ± +  W j)
w h e r e  =  t h e  s o l v e n t  v e l o c i t y  a t  t h e  s i t e  o f  t h e  i - i o n ,  w h i c h  i s  i n  t h e  v i c i n i t y
o f  a  j - i o n .
( V i  -  V j ) * r  =  ( v . r  -  V j r ) ,  v . r  =  t h e  r a d i a l  c o m p o n e n t  o f
E v a l u a t i o n  o f  t h i s  t e r m  m u s t  a w a i t  e x a m i n a t i o n  o f  t h e  h y d r o d y n a m ic  v e l o c i t y  f i e l d  
w h i c h  w i l l  b e  d i s c u s s e d  i n  P a r t  I I I .
A x { 2  ^ t h e  l o c a l  e l e c t r o s t a t i c  f i e l d  t e r m  — 3    — — — — — — ---------- —
—  v  ( f  . . ( r , 0 ) . V  ( e . e . / D r )  ( s e e  e q u n . ( 3 4 )  ) { x i . 8 9 )
k T 3 1  ' 1 3
F r o m  a b o v e  f j ^  =  ^ j i ^  +  ^ j i ^  +  ^ j i ^
i n  d e r i v i n g  A x f ° ^  w e  s p l i t  f ^ ° ^  i n t o  t w o  p a r t s  c o r r e s p o n d i n g  t o  t h e  2n d  a n d
3  ^  ^  v
3r d  t e r m s  i n  t h e  e x p a n s io n  o f  f Y  ( r ) ,  t h u s  i n  t h e  s a m e  w a y  w e  l e t  h j j 4 =  +  h j
h e n c e :
" • j i  “  “ j i  T  “ j i  ' “ j i  ' “ j i  ( 1 1 . 9 0 )f ’ = h*?'1* + h < ? ' 2 > + h,(}> + hf2>3 i  3 1  3 i  3 i  3 1
s i n c e  A x f 2  ^ i s  m u c h  t h e  s m a l l e s t  o f  t h e  t h r e e  r e l a x a t i o n  t e r m s ,  f . ± i n  ( 9 0 )  m a y  
3
b e  a p p r o x i m a t e d  b y  ( t h e  l e a d i n g  t e r m )  w h e r e  a  f i n a l  c o n d u c t a n c e  e q u a t i o n
a c c u r a t e  u p  t o  t e r m s  p r o p o r t i o n a l  t o  c 3^2 i s  r e q u i r e d  ( 4 5 )  ^
thUS! T<2) “ -  ~ ,(h j ! ' 1))-V<et V Dr) (11.91)
( ] *
H e n c e  w e  n o w  r e q u i r e  a n  e x p r e s s i o n  f o r  h j  ^ f  t h e  l e a d i n g  t e r m  i n
59
H- 
o
D e t e r m i n a t i o n  o f  h f ?*'14    ------------ — ------~ j i  —
• i » i V 1 i
F r o m  e q u a t i o n  ( 3 4 ) ,  s i n c e  f ^ ^ ( r , 0 )  =  -  f i ^ ( r , 0 )  a n d  \  f ^
s
n3 lc=1
w e  o b t a i n :
n. n.
A f . .  - -------    ^ -------  ( e . w . p .  -  e . w . p , )  =  T v u / +  T VA'  +  T v* '  ( 1 1 . 9 2 )
31  D k T  ( to ^ + to j) 1  1  3 3 3 1
i n  t h e  r e g i o n  r  > a  f o r  t h e  p r i m i t i v e  m o d e l  
a n d  r  > R f o r  t h e  N e w  m o d e l ,
t h u s
A h|M ) - _il_ l i f t ,  (e a pto.l) .  e pto.l), .  T(o,l)
3 D k T  ( t i K + ^ j )  3 3 1  ( 1 1 . 9 3 )
. n . n . e . e . X ( e . ( o . ,  -  e . m .
w h e r e  T < ° > D  =  .  - I  3, f t -----------*  * ---------L J _ ( 9 / 3 x )  te - « / r )
y  D ( k T )  (to i  +  O K )
a n d
2
.  ( o , l )  K X  . , .  p  .
Ap = i ^ r u ' V (tA '  <i i .95*
f ( o , l )  =  e - i c r / r
( 1 1 . 9 6 )
f r o m  ( 5 2 )  a n d  ( 5 3 )  w e  o b t a i n ;
p t o . l )  .  .  J i L  V  x p < t  xpe ) < a ' K r <1 + ^ ) -  J  ° ~ y r ( l f t r )p j  4 iTkT  >  x j  '  a x a  a  2 2 > t o s i w ;
/  , V r  y  r
p =2
F o r  t h e  P r i m i t i v e  M o d e l
e ~ q p lca  ( l + q p K:a)
w h i l s t
f o r  t h e  N e w  M o d e l
- k R m  . „  , 2 _ 2
( 1 1 . 9 7 )
A _ =  e - K a ( l t K a . ) i . _ ; _ _  ( 1 1 . 9 8 )
A  =  e  ' { 1 + k R + k  -R / 2 ) '
3 T T Y T  T  7 "*2  ( 1 1 . 9 9 )
e  p  ( l + q p « R + q p K R / 2 )
E q u a t i o n  ( 93) c a n  n o w  r e a d i l y  b e  s o l v e d  ( L a p la c e  T r a n s f o r m a t i o n  p r o v i d e s  a  c o n v e n i e n t  
m e t h o d )  t o  g i v e :
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h f ? ' 1 *j i (t v?e„) (to.x? - w.x?H < 2------------o o o '  x  3 3 x
2 2 
k  r  ]i
) }
2 2 
k  r  y 2 2 k  r  y
n . n . e . e  .X  
■ 1 3 i  3
D ( k T )2
( e i <ai  "  e f f i * , e ~ K r ( l + K D  
1 2 2(w^  + Wj) y  K r 2 2 y <  r
) +  0r  +  a / r '
(II.IOO)
B o u n d a r y  C o n d i t i o n s
f o r  t h e  p r i m i t i v e  m o d e l (1)
(2)
h f ? ' 1 *3i
h ( o , l )
j i
•> 0 a s  r  +
=  O w h e n  r  =  a
t h u s  8 = 0
f o r  t h e  n e w  m o d e l (1)
(2)
h:(o,l)
j i
h- O a s  r  00
d h f ? ' 1 * / d r  =  0  w h e n  r  =  R 3i '
g i v i n g s
h (O/D 
j i y  k  r
2 2 y  K r
i s  g i v e n  a b o v e  ( 9 8  & 99) f o r  b o t h  m o d e l s ,  a n d  A ^  i s  a s  f o l l o w s !
• f o r  t h e  N e w  M o d e l :  A ,  =  — —  d + x R + K  R , / 2 ) .
4 e _ IC R ( l+ lc R )
a n d  f o r  t h e  P r i m i t i v e  m o d e l  A ^  =  1
t h u s  h f ? ' 1 * h a s  t h e  g e n e r a l  f o r m :  3 3*
A3e-qpKr(l+q^ r)
 T T  -------q  y  k  r
A,
2 2 
k  r
) }  C o s  ( 0 )
(11.101)
(0, 1 ) _ n( lM Dh).31 c i j  '  ( « >  +  c j 2 > c ( 2 ) « r ) (11.102)
F o r  t h i s  r e l a x a t i o n  t e r m s .
A p 2 * C a / 3 x ) f (Z )  ( r )  =  -  f a
kT
t . X ?3 3
3“1 I=T
e  , n . 
J 3 3
V ( h j ? ' 1 * ) . V ( e i e j / D r ) ( 1 1 . 1 0 3 )
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(2) (2) (2) w e  n o w  d i v i d e  A v '  ( 3 / 9 x ) f  ' ( r )  ,  a n d  t h e r e f o r e  A X : i n t o  t w o  p a r t s  c o r r e s p o n d i n g
P 3
t o  t h e  t w o  t e r m s  i n  ( 102 )
A x j 2 * =  AX.J2 , 1 )  +  A x j 2 ' 2 * ( 1 1 . 1 0 4 )
A x j 2 '  1 ) a r i s i n g  f r o m  t h e  t e r r a ,  a n d  A x j 2 ' 2  ^ f r o m
A x j 2 ' 1  ^ t e r m
s
h e r e
A * 2 ' 1 '  - -  - r f -  3 r t 1 ( t _ x ? e _ ) ' ( u r f  -  ( 1 1 . 1 0 5 )
p D <“ > ‘—j  ^  - i  ri - 1  J
E X v n . e  . e  . e  . v   ^ _ « «.
V j  Y  t f r t y  Y <tffX?eo) (“ tX j '  “ jX i)0=1 1= 1 3 1=2J
a n d  Q / 3 x ) f ( 2 , 1 )  ( r )  =  ( d c  ( 1 ) / d r ) C o s  ( 6) / r 2 ( 1 1 . 1 0 6 )
l e a d i n g  t o s  ^
K r  ( 2+ 2t c r + K 2r 2- f a r 3 ) A3 ( 2+ 2q ^ r + q 1 K 2r 2- q 3'/ 2f a r 3 )( 2 , 1 ) _  , e  ( 2+ 2x r + x ^V rf /  -w _ r    _____   _ ___ ______________
1 2 4 2 44 y  K r  4 q .  y  K r
A 4 (1 "  g l } x 2 /  - x r  A 3 q l K /  - o L r  ,  -  J S „  /  (e  / r )  d r  +  -  - - - 1-  /  ( e  q l K r / r ) d r  }
2 q ^  K r  4 y  y  4 y  y
( 1 1 . 1 0 7 )
A 3 a n d  A ^  f o r  b o t h  m o d e ls  a r e  g i v e n  a b o v e .  V e r y  l e n g t h y  m a n i p u l a t i o n  n o w  l e a d s  t o  t h e
r e l a x a t i o n  t e r m s  g i v e n  b e l o w . *
P r i m i t i v e  M o d e l
£xj2,1)= y x? V t . x ?  V  <t xl s > v  l A i s A ) V p4 l . i l
X  1 2  (D k T )  /  3 /  3 3 /  o a  o  y  ( t o .+ to . )  ( l+ i c a )  ( l + c j x a )  ( 1 + q r t a )
y - 1 *~rzi 1 3  p
( 1 1 . 1 0 8 )
w h e r e
! 2 , p , l (K a )  =  {  ~  ( q l +<V  “  q p ( 1 ~ q l ) K a  J / q l q p  "  ( 1 + q i K a ) T r {  ( l + q p ) K a )  ( l - q p ) / q p
+  ( ^ i r t p )  ( l + K a ) T r {  ( q j + q b x a l / q ^  +  ( l + q j + a )  ( l + q J x a ) T r { x a } / q .p / -U p /  /  -ap  i j .  ap
+  ( 1 + x a )  {  ( q 2 ( l - q 1 ) - q 2 ) +  ( q ^ d - q ^ q j  -  q ^ q 2 ) X a } T r {  K a J / q ^  ( 1 1 . 1 0 9 )
#  s e e  A p p e n d ix  6
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T h e  New M o d e l
( 2 , ! )  _  K . J  y - y p V t . x P  V ( t  x Xe  ,  V  ^ i f i  ‘ “ f t  ~  °2  p + » '
X  1 2  ( D k T ) 2/  , 3 /   3 3 /  , °  °  °  /  . ( w . + u . ) { ( 1 + k R )  ( 1 + q ^ K R + q .  ic R  / 2 )
P = 2  j = 1  1 = 2  Y S T  1 3  3U ,  9
. ( 1 + q / R + q  K R / 2 ) }  
P  P
w h e r e :  ( I I . 1 1 0 )
H 2 , p , i (K R ) =  { “ ( q j + q p ) ( i - Q i )  -  ( q p d - q x J - d - q J )  ( q p q i ~ D / 2 )K R  } / q ^
-  ( l+ q ^ K R + q 1 K 2R 2/ 2 )  ( l - q 2 ) T r {  ( l + q ^ )  K R } / q p  +  ( l+ q ^ K R + q 1 K 2R 2/ 2 )  ( 1 + q ^  R ) T r { . K R } / q p  
+  ( q j - q p )  U + K R + K 2R 2/ 2 ) T r {  ( q J + q ^ K R l / q ^  +  ( 1 + k R + k 2R 2 / 2 ) { q 2 ( l - q ^  ( l + q ^ K R + q ^ R 2 / ^ )p '  1  "P  J1 "P  "P
(11.111)-  q j  ( l + q J ^ R )  } T r  { q p ic R } / q ^ q .
A x j 2 ' 2 * t e r m
h e r e  s s 2
a ( 2 , 2 ) „  X  V ’ t . x ?  V  ( e . w .  -  e . w . )
P  D 2 ( k T ) 3 )  33  )  ( 01,  +  U K ) 1 1  3 3  ( 1 1 . 1 1 2 )
3=T x=i 1 3
a n d  ( 3 / B x ) f ( 2 , 2 ) ( r )  =  ( 1 / r 2 ) ( d ?  ( 2 ) / d r )  ( 1 1 . 1 1 3 )
l e a d i n g  t o :
/
r
, - Kr .  . .
‘  7 ’  ( 1 1 . 1 1 4 )
*
w h i c h  g i v e s ,
F o r  t h e  P r i m i t i v e  M o d e l
2  s s s
k  e .  \ ----- >----------- v ------ > v ------- i u . e . e .  ( e . w .  -  e . w . )
M f ' 2 )    f t -  >  x ?  >   i - i -- i o -  b 3 ( K a ,
X 3 1 2  (D k T )  /  , 3 /  , /  , ( « j  +  w . )  (1 + tc a )  ( 1 + q  x a )  ' p
o ^ T  a = T  1 3 P
( 1 1 . 1 1 5 )w h e r e :
H3 r> ( lc a * =  +  ( q n  "  1 * / q n  “  ( 1 “ q n * T r t  t l + g n *  K a V q n  "  q  ( 1 + t c a ) T r O q Y a )  }j , p  p  p  p  p  p  p  p
+  ( l + q j K a ) T r { K a } / q p  ( 1 1 . 1 1 6 )
* s e e  A p p e n d ix  6
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f o r  t h e  New M o d e l
( 2 , 2 )  K 2e .  _  A — , u . e . e „  (e  to -  e  to ) H  ( k R )
ax- r a  - _ i   v W ' t  yp v  11  v 11  y v 3*p____"  2 /  j  /  v X v  )  , , . , ,  , _  w ;  , „ V , n  i „  2 n 2 . . .  ( 1 1 . 1 1 7 )Z ~* p v —1 -2 V>(V / . _ j  (“fy+V d+KR) d+q^KR+qpK2R2/2)
w h e r e :
H 3 f p (K R ) = {  ( q p ~ l )  -  q ^ / 2  +  q ^ ( l - q ^ ) KR / 2  > / q J  -  ( 1 - q 2 ) .T r C  ( 1 + q ^ ) x R } / q p
- q  ( 1 + k R + k 2R 2/ 2 )  . T r {  q J ic R }  +  ( l + q / + R )  . T r {  K R } / q  ( 1 1 . 1 1 8 )
P  P  P _________________ P __
a l l  r e l a x a t i o n  f i e l d  t e r m s  w i t h  t h e  e x c e p t i o n  o f  A X . f ^  ( t h e  h y d r o d y n a m ic  r e l a x a t i o n  
t e r m )  h a v e  n o w  b e e n  c a l c u l a t e d .
1
A t  t h i s  s t a g e  w e  d e r i v e  a n  e x p r e s s i o n  f o r  ( r , 0 )  , t h e  p e r t u r b a t i o n  t o  t h e  
p o t e n t i a l  i n  t h e  r e g i o n  r  > a  f o r  t h e  P r i m i t i v e  M o d e l  a n d  r  > R  f o r  t h e  N e w  M o d e l .  
T h i s  e x p r e s s i o n  w i l l  b e  r e q u i r e d  f o r  c a l c u l a t i o n  o f  t h e  a s y m m e t r i c  e l e c t r o p h o r e t i c  
t e r m .
1
D e r i v a t i o n  o f  ^ ( r / O )
T h e  P o i s s o n  e q u a t i o n  g i v e s ,
V 2^ j ( r , 0 )  =  -  4 tt P j ( r / ® ) / D  ( 1 1 . 1 1 9 )
I n  a l l  c a s e s  w h e r e  i|;_. i s  r e q u i r e d ,  t h e  l e a d i n g  t e r m  ii/ 0 ' ”14 ( c o r r e s p o n d i n g  
t o  p j 0 ' 7  ^ a n d  h j ? ' 1 ) ) c a n  b e  u s e d  w h e r e  a  f i n a l  c o n d u c t a n c e  e q u a t i o n  a c c u r a t e  
u p  t o  t e r m s ®  c 3 /^  i s  r e q u i r e d  .
,V 2i j ' j 0 / l ) ( r , 0 )  »  4 tt P j 0 , 1 )  ( r / e ) / D  ( 1 1 . 1 2 0 )
i s  r e a d i l y  s o l v e d  t o  g i v e :
, e . X  — i „  - v c r , .  . A «  e  ( 1 + q  ic r )  A ,.
, ( 0 , 1 )  _   i _  \  p . .  p  w  e  ( 1 + t c r ) _  _ 3  ____ * ________!E   +  ___ 2—  )
f t  “  >  x i  ( t c x a  a ? 1 2 2 2 2 2 2 'C o s  03 D k T .... / ........i J u u  y  k  r  q  y  K r  K r
P ~ 2 'p
(1 1.121)
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(1) ' 1H e r e  w e  u s e  t h e  b o u n d a r y  c o n d i t i o n  s u g g e s t e d  b y  P i t t s  , t h a t  ifi^  = 0  
w h e n  r  =  a  g i v i n g :
P r i m i t i v e  M o d e l
(1 1 .122)
N e w  M o d e l
i t
I n  t h i s  c a s e  w e  u s e  t h e  c o n d i t i o n  t h a t  i j i . a n d  . / 9 r  a r e  c o n t i n u o u s  a t  r  =  R .3 3»
I n  t h e  r e g i o n  r  < R ,  =  0  f o r  f r e e  j - i o n s ,  t h u s ;
v 2 . ( O , 1 ) ( r f 0 ) _  0 a n d  =  ( a  r  +  B . / r 2 ) C o s  6 ( 1 1 . 1 2 3 )
3 3 6 1
T o  a v o i d  a  s i n g u l a r i t y  a t  r  =  0 ,  B ^  =  0  h e n c e
_  A ^ r  C o s  Q i n  t k e  2r e g  i o n  r  < R .  ( 1 1 . 1 2 4 )
E q u a t i n g  a n d  a +  t h e  b o u n d a r y  r  =  R w e  o b t a i n ;
e " q p K R ( l+ q ^ K R + q  K 2R 2/ 3 )  e _lcR  ( 1 + k R + k 2R 2/ 2 ) e _ K R ( 1 + k R + k 2R 2/ 3 )
A  =  ------------- - j  2 -  P,     - ---------- -------- ----------------------------  ( I I . 1 2 5 )
q  e  p  ( 1 + q + R + q  k  R / 2 )  e  K K ( l+ x R )  e  K K ( 1 + k R )
W i t h  t h e  e x c e p t i o n  o f  ( t h e  h y d r o d y n a m ic  r e l a x a t i o n  t e r m )  w e  h a v e  n o w
o b t a i n e d  a l l  o f  t h e  r e l a x a t i o n  t e r m s  f o r  b o t h  m o d e ls .
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PART III
DERIVATION OF CONDUCTANCE EQUATION 
(B) HYDRODYNAMIC TERMS
SECTION 1 THE HYDRODYNAMIC VELOCITY FIELD
I n  t h i s  h y d r o d y n a m ic  t r e a t m e n t  w e  u s e  t h e  N a v i e r - S t o k e s  e q u a t i o n  t h r o u g h o u t ,  
r a t h e r  t h a n  t h e  O s e e n  e q u a t i o n  ( d e r i v e d  f o r  lo w  R e y n o ld s  - n u m b e r  s i t u a t i o n s )  u s e d
b y  t h e  F u o s s  s c h o o l . T h e  O s e e n  e q u a t i o n  w o u ld  a p p e a r  t o  b e  a  p o o r  a p p r o x i m a t i o n
( 5 1 )  ( 5 2 )c l o s e  t o  t h e  c e n t r a l  i o n '  ,  a n d  C a rm a n  h a s  s h o w n  t h a t  t h i s  e q u a t i o n
c a n n o t  b e  e m p lo y e d  f o r  p e r t u r b e d  s y s t e m s .
We a s s u m e ,  a s  d i d  F u o s s  ( 1 9 5 7 )  ,  t h a t  f o r  t h e  P r i m i t i v e  m o d e l  t h e  h y d r o d y n a m ic
r a d i u s  b ^  =  a .
F o r  b o t h  m o d e ls  ( s e e  F i g s .  1 7  a n d  1 8 )  l e t  w ^ ( r )  =  t h e  s o l v e n t  v e l o c i t y  v e c t o r  
( t i m e  a v e r a g e d )  a t  a  p o i n t  g i v e n  b y  v e c t o r  r  f r o m  t h e  c e n t r a l  j - i o n .
T h e  m o t i o n  o f  t h e  s o l v e n t  i s  d u e  t o  t w o  f a c t o r s ;
( 1 ) t h e  m o t i o n  o f  t h e  j - i o n  i t s e l f .
( 5 2 )( 2 ) t h e  a c t i o n  o f  v o lu m e  f o r c e s '  .
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T h e r e f o r e  l e t  w .  (r) =  w f 7^ ( r )  +  w f 2  ^ (r) ( I I I . l )J 3 3
w h e r e  w f 34 i s  t h e . v e l o c i t y  d u e  t o  ( 1 ) a b o v e ,  a n d  w { 2  ^ i s  d u e  t o  ( 2 ) .
3 3
L e t  U j  =  t h e  d r i f t  v e l o c i t y  o f  t h e  c e n t r a l  i o n ,  t h e n ?
U j  =  U j s  +  U j e  +  u j R  <i : C I * 2 )
w h e r e  U j g =  t h e  d r i f t  v e l o c i t y  o f  t h e  j - i o n  i n  t h e  a b s e n c e  o f  i n t e r i o n i c  e f f e c t s ,
u .  =  t h e  e l e c t r o p h o r e t i c  v e l o c i t y ,  a n d  
3 ®
U j ^  =  t h e  v e l o c i t y  d u e  t o  t h e  r e l a x a t i o n  f i e l d .
D e t e r m i n a t i o n  o f  w f 3^  a n d  w f 2 ^
-------------------------------------------------3------------------------- 3 “
B o t h  W j”*4 a n d  w j 2  ^ c a n  b e  d e t e r m i n e d  f r o m  t h e  N a v i e r - S t o k e s  e q u a t i o n :
H C u r l  C u r l  w .  +  V p .  =  F  ( I I I . 3 )
3 3
( 5 3 )w h e r e  n  =  t h e  b u l k  v i s c o s i t y  o f  t h e  s o l v e n t ,  P j  =  e x c e s s  p r e s s u r e  a n d
F  =  t h e  f o r c e  p e r  u n i t  v o lu m e  a c t i n g  o n  t h e  s o l v e n t  a t  r .
( a )  d e t e r m i n a t i o n  o f  d )  ( v e l o c i t y  f i e l d  d u e  t o  m o t i o n  o f  t h e  c e n t r a l  i o n )
C o n s i d e r  t h e  s i t u a t i o n  w h e r e  i n t e r i o n i c  f o r c e s  a r e  a b s e n t  ( i . e  a n  i s o l a t e d  i o n )
t h e n ;
W j =  w < 1 }  a n d  u .  =  u j s
t h u s ;  rj C u r l  C u r l  +  V p j ^  =  0 ( I I I ,  4 )
T. ( l )  _  „ ( 1 ) C  . T r ( l )  £n o w  l e t  W j  -  j r  r  +  w j 0  0  ( I I I .  5 )
( r  a n d  *0 a r e  u n i t  v e c t o r s  i n  t h e  r  a n d  0 d i r e c t i o n s  ' ,  s e e  ( I . F i g .  1 7 ) .  )
( 5 4 )t h e n  ( 4 )  c a n  b e  s o l v e d  t o  g i v e ;
w f 7  ^ =  ( a ^ Z / l O  +  a 2 / r  +  a3 +  a 4/ r 3 ) C o s  ( 8) ( I I I . 6)3 r
i d )  _  y -2  /C. _  a  / O V  -  a  4-  a  / 9 r * 3 l
j<
d) _ /a v J. a /v2
w u  =  ( - a x r  / 5  -  a 2/ 2 r  -  a 3 +  a 4/ 2 r J ) S i n ( 0 )  ( I I I . 7 )
3
w h e r e  t h e  a ' s  a r e  c o n s t a n t s .
p ‘ ' -  ( a ^ r  + a 2 / r  ) C o s ( 0 )  + a ,.  ( I I I .  8)
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,a> ,(i) (i)( 1 )  a t  r  =  ® } w r t  = 0  ( t h e r e f o r e  w r t  =  0  a n d  w j 0 — ° )  ( I I I .  9 )
(III .10)
(1) /N 4
( 2) a t  r  -  b j ,  * }  =  u j s  -  u j 3  1
t h u s  w j 3 )  =  u ^ s  C o s  ( 0 )  a n d  =  -  u .  S i n ( e )  ( m . l l )
( b j  =  a  f o r  t h e  p r i m i t i v e  m o d e l )
u .  =  X e . w .  a n d  to . =  l / 6iT n h -  ( S t o k e s ' s  L a w )
3 s  3 3  3 3 ( I I I . 1 2 )
t h e r e f o r e Ujg = Xej/6irnbj
( I I I . 1 3 )
T h e s e  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  g i v e ;
X e .w(1>, _ 3* eirn
■( 3 / 2 r  -  b 2/ 2 r 3 ) C o s  ( 6) ( I I I . 1 4 )
W3
(1) X e .  2,
6irri
•( -  3 / 4 r  -  b 2/ 4 r 3 ) S i n ( 0 ) ( I I I . 1 5 )
o , n (1) (i) Xs (1) ^N o t e :  u s i n g  t h e  r  /  i  r e f e r e n c e  f r a m e  - w h e r e  w-. =  w .  r  +  w . 1----------  3 3 i  3 X
-  (Xe./4irn) (b2/ 6 r 3 + l/ 2 r )  , w.[k)
J J  J  J- 1*
(Xej/4Trn) (l/2r - b2/2r3)
* (here  i  i s  th e  u n i t  v e c t o r  in  th e  f i e l d  d i r e c t i o n )  (45)
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(b) Determination of the velocity fie ld  due to volume forces
C o n s i d e r  t h e  s i t u a t i o n  w h e r e  v o lu m e  f o r c e s  a l o n e  a r e  a c t i n g ; t h e n
w .  =  w :(2) a n d u. = u.3 J® (III .16)
t h u s n  C u r l  C u r l  w P *  +  V P - j2  ^ =  F ( I I I . 1 7 )
a n d  f r o m  t h e  e q u a t i o n  o f  c o n t i n u i t y :
d i v  w ;  
3
(2) 0 ( I I I . 1 8 )
I t  w i l l  b e  s h o w n  b e lo w  t h a t  F  h a s  t h e  f o r m :
F  =  F ( r )  C o s  ( 0 )  r  +  F o ( r ) S i n ( 0 )  0 ( I I I . 1 9 )
s u b s t i t u t i n g  ( 1 9 )  i n t o  ( 1 7 )  w e  o b t a i n  t h e  s o l u t i o n ^ 5 * ;
P j 2 * =  A q  +  ( A ^  +  B ^ / r 2 +  z 1 ( r )  ) C o s  ( 0 ) ( I I I . 2 0 )
W j2 * =  ( A 3 +  B 3/ r J  +  A ^ r ^ / l O r i  +  B f f n r 2 / 3 n  j  Z 2 ( v ) d v  +  2 / 3 r \ r J j  Z 2 < v ) v °  ) C o s ( 0 )
( I I I . 2 1 )
w j2 * «  ( - A 3 +  B 3/ 2 r 3 - A 1 r 2/ 5 r i  ~  B 1 / 2 n r  +  2 / 3 n  J  Z 2 ( v ) d v  +  l / 3 n r 3 j  Z 2 ( v ) v 3 d v  ) S i n ( 0 )
( I I I . 2 2 )
w h e r e :
F „ ( v )  +  F  ( v )  9 / 9
Z n ( r )  =  2 r / 3  /  — -     d v  +  l / 3 r  /  v  ( F r  ( v )  -  2 F Q ( v )  ) d v
v
a n d
( I I I . 2 3 )
Z 2 ( r )  =  -  r / 3
F  ( v )  +  F  ( v )  9 / 9
w d v  +  l / 3 r  /  v  ( F r ( v ) -  2 F fl ( v )  ) d v
( I I I . 2 4 )
B o u n d a r y  C o n d i t i o n s
T h e  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  f o r  t h e  d e t e r m i n a t i o n  o f  t h e  a b o v e  c o n s t a n t s  ( A ^ , B 3 e t c . )
a r e ;
( 1 ) P j 2 * =  O a t  r  =  <» ( I I I . 2 5 )
(2) (2)W . = 0  a n d  t h e r e f o r e  w .  =  0 a n d  w .Q  =  0 w h e n  r  =■ j  j r  j 0(2) .
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(2) at the hydrodynamic surface of the ion (r = b^)
(2) fa'=  u .  =  u .  i  3 j e  j e ( i  =  u n i t  v e c t o r  i n  t h e  f i e l d  
d i r e c t i o n )
F o r  t h e  P r i m i t i v e  m o d e l  ( w h e r e  r f  =  a )
w<2> = u.3 j e
4u .  i ,  3® t h e r e f o r e  w
(2)
• j r =  u  . C o s  ( 0 )  a n d  w  . Q 3 e  30
a t  r  =  a
(2) _ -  U j e  S i n  ( 0 )  
( I I I . 2 6 )
F o r  t h e  N e w  M o d e l
S i n c e  t h e  c h a r g e  d e n s i t y  i n s i d e  r  =  R i s  z e r o ,  t h e r e  i s  n o  e l e c t r i c a l  c h a r g e  
i n  t h e  r e g i o n  r f  < r  < R f o r  t h e  e x t e r n a l  f i e l d  t o  a c t  u p o n ;  w h e n  v o lu m e  
f o r c e s  a l o n e  a r e  a c t i n g ,  t h e  w h o le  v o lu m e  i n s i d e  r  =  R h a s  a  u n i f o r m  v e l o c i t y
/v
( u .  i ) ,  i . e  t h e r e  a r e  n o  v e l o c i t y  g r a d i e n t s  f o r  r  < R ,  c o n s e q u e n t l y ;
3 e
(0\ A
( a )  s i n c e  w :  '  =  u .  i  a t  r  =  b . ,  t h i s  a l s o  a p p l i e s  a t  r  =  R ,  ( I I I .  2 7 )
3 3 e  3
h e n c e ;
w .( 2 )  =  u .  ^  a n d  t h u s  w f 2  ^ =  u .  C o s ( 0 )
3 3 e  3 r  3 e
f 2)a n d  w ; „  =  -  u .  S i n ( 0 )  a t  r  =  R30 3© -------------------
( I I I . 2 8 )
( b )  t h e  t o t a l  v i s c o u s  d r a g  i n  t h e  x - d i r e c t i o n  a t  r  =  R  i s  z e r o .
T h i s  l a s t  c o n d i t i o n  a l s o  a p p l i e s  f o r  t h e  p r i m i t i v e  m o d e l  a t  r  =  a ,  h e n c e  f o r  
b o t h  m o d e ls  w e  h a v e  t h e  b o u n d a r y  c o n d i t i o n :
( c )
A
( P j 2 ^ C o s  ( 0 )  +  n  O w j 2 ) / 3 r )  S i n  ( 0 )  ) r = d  S i n ( 0 )  d 0  =  0  ( m . 2 9 )
w h e r e  d  =  a  f o r  t h e  p r i m i t i v e  m o d e l ,  a n d  d  =  R f o r  t h e  N ew  m o d e l .
A p p l y i n g  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  ( a )  a n d  ( b )  w e  o b t a i n  ^8 2 ^
j r *  =  ( u . { 3 d / 2 r - d 3/ 2 r 3 }  +  { < V n r - d 3/ 3 n r 3- 2 / 3 n }  /  Z 2 ( r ) d r  -  2 / 3 n  /  Z 2 ( v ) ( l - v 3/ r 3) d v )
d . Cos (0)
(III.30)
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a n d
W jg } =  ( u j e { - 3 d / 4 r  -  d 3/ 4 r 3 }  +  { 2 / 3 g  -  d / 2 n r  -  d 3/ 6n r 3 }  j  Z 2 ( r ) d r
, r
+  2 / 3 n  /  Z 2 ( v ) ( l  +  v 3/ 2 r 3 ) d v  ) S i n ( 0 )  '' ( I I I . 3 1 )
d
a n d  a p p l y i n g  b o u n d a r y  c o n d i t i o n  ( c ) ;
00
/  F  +  F
u j e  =  l / 3 n {  /  r ( F r  -  F f l ) d r  -  d 2 / 3  /  — ----------------------- d v  }  ( I I I .  3 2 )
w h e r e  u ^ e  =  t h e  e l e c t r o p h o r e t i c  v e l o c i t y  a t  t h e  s i t e  o f  t h e  j - i o n ,  a n d  F r  a n d  
F Q a r e  d e f i n e d  f r o m  ( 1 9 ) .D
C A L C U L A T IO N  OF TH E  E L E C T R O P H O R E T IC  V E L O C IT Y
We n o w  r e q u i r e  e x p r e s s i o n s  f o r  F r  a n d  F Q f o r  s u b s t i t u t i o n  i n t o  ( 3 2 ) .
F  =  t h e  f o r c e  p e r  u n i t  v o lu m e  a c t i n g  o n  t h e  s o l v e n t  a t  r  f r o m  t h e  c e n t r a l  j - i o n .  
=  t o t a l  f o r c e  o n  a l l  i o n s  i n  t h i s  v o lu m e .
t h e r e f o r e  F  =  >  ( I I I .  3 3 )
l i ft
w h e r e  n ^  =  t h e  l o c a l  c o n c e n t r a t i o n  ( i o n s  / c c )  o f  i - i o n s  a t  r ,  a n d  
F ^  =  a v e r a g e  f o r c e  o n  a  s i n g l e  . i - i o n  a t  r .
A
N o w  F i  =  X e i  i  -  e ± V ^ . .  ( r )  -  k T  V 2 l n ( f j ± ) ( I I I . 3 4 )
o *w h e r e  =  t h e  p o t e n t i a l  d u e  t o  t h e  j - i o n  a n d  i t s  a t m o s p h e r e  ( + ^ =  ^  w h e r e
=  t h e  p o t e n t i a l  a t  e q u i l i b r i u m ) '
t h u s  ___ s  s  s
F  -  A  F n j i e i "  -  7 \ i  V 2 l n ( f j i >  ( I I I - 3 5 )
• f t  f t  f t
2
w e  n o w  d r o p  a l l  t e r m s  «  X  a n d  t h o s e  n o t  g i v i n g  r i s e  t o  d i r e c t e d  m o t i o n .
s  s  s  s
F  =  -  ( V °  Y T j l a i  *  -  Y  T, , , n. Z 1
3 i = l
(III.36)
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T h e r e f o r e  l e t  F  =  F ( o > +  p ( D  +  p ( 2 )
w h e r e
s
( o )  =  X  i  ^  n ° i ( r ) e .
t=L
Fu> =  -  ( V 25j / ? ( r ) ^ )  ‘ n * i ( r / 6) e i  +  7 ^ 1  ( r , 8) n ° ± ( r ) e ±
i = l  i = l
s
F ( 2 )  =  -  ( k T / n j ) \  V 2f l i ( r / 0 )
r^r1
t h e r e f o r e  c o r r e s p o n d i n g  t o  F ^ ° *  ,  F ^ 1 * a n d  F ^ 2 * l e t
U .  =  u f o )  +  u f 1 * +  U.(2>De De je je
D e t e r m i n a t i o n  o f  t h e  s e p a r a t e  e l e c t r o p h o r e t i c  t e r m s  :
( 1 ) u j ? *  t h e  l e a d i n g  t e r m  
J e
F r o m  ( 3 8 )  l e t  F ( o )  =  F ( o )  i
t h u s  F ( o )  =  F ( o > £  c o s ( 0 )  -  F ( o )  'S  S i n ( 0 )
a n d  f r o m  ( 1 9 )  (F  +  F Q ) =  0  a n d  (F  -  F „ )  =  2 F  ^ ° *.l U jT u
T h e r e f o r e  s u b s t i t u t i n g  i n t o  ( 3 2 )  w e  o b t a i n :
uj®* = (2 x /3 n )  \  /  (n ® i ( r ) e i ) r  d r
i J  d
We h a v e  t h a t  n ^ ^ ( r )  =  f j ^ ( r ) / i i j  ,  t h u s  f r o m  (3 1 .1 4 )
n Y  =  n i { l  -  z ^ ^ Z j (e  K r / U K r ) ( 8 k )  +  ( ^ { z ^ } 2  ( e  K r / y K r ) 2
+  z i z j  ( z i  +  z j ) ?  f 1 ( x r )  +  z . z .  f a  f  2 ( ic r )  ) ( 3 k ) 2 4
w h e r e  £ , f ^ ( K r )  a n d  f  2 ( K r )  a r e  d e f i n e d  i n  ( 3 L 1 2 )  a n d  (IE . 1 3 ) .
( 1 1 1 . 3 7 )
( 1 1 1 . 3 8 )
( 1 1 1 . 3 9 )
( 1 1 1 . 4 0 )
( 1 1 1 . 4 1 )
( 1 1 1 . 4 2 )
( 1 1 1 . 4 3 )
( 1 1 1 . 4 4 )
( 1 1 1 . 4 5 )
0 ( 8 k ) 3  }
( 1 1 1 . 4 6 )
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N o w  l e t  u P  =  u f ° ' ^  +  u f ° ' 2  ^ +  u f ° ' 3 > +  u < ° ' 4 > ( I I I  4 7 )j e  j e  j e  j e  j e  v i i i . * * / /  .
a r i s i n g  f r o m  t h e  2 n d ,  3 r d ,  4 t h  a n d  5 t h  t e r m s  i n  ( 4 6 )  ( t h e  1 s t  t e r m
w i l l  g i v e  r i s e  t o  t h e  e x p r e s s i o n  n j . e i  w ^ e n  s u b s t i t u t e d  i n t o  ( 4 5 )  a n d
c->
t h e r e f o r e  v a n i s h e s ) .
S u b s t i t u t i o n  o f  ( 4 6 )  i n t o  ( 4 5 )  a n d  e v a l u a t i o n  o f  t h e  r e s u l t i n g  i n t e g r a l s  
g i v e s ;
u.
, . .  x e . X( o , l )  _  _  i
3 e  6i r n ( l  +  K d )  ( I I I . 4 8 )
( 0 / 2 )  Z L (P,<) T r { 2x d >
3 e  6i r n ( l  +  K d )  2 /  , 1 1  (1 +  x d )
------------   (   ^  y  . z .  —  —  > ( I I I . 4 9 )
i = l
s
f o  3) x e . X  ^  r Y  1 o
u _ Z '  =   3  ( 8 x / 2 ) {  \  +  z . )  f  y i z i  } (  I n  ( 2 / 3 )  +  0  ( x d )  )3® 61TT1 /  ,. i r t - v1=1  i = l
s  ( I I I . 5 0 )
J /Q  ,X
< ° ' 4 )  =   ( B k / 2 ) {  \  i l . z Y 2 C I n  ( 3 / 2 )  -  1 / 6  +  0 ( x d ) 2 )
je 6irn % 1
1  1  ( I I I . 5 1 )
h e n c e
x e  .X
s
( o )  u_: = Y —  { i  -  (gx/2)(  z j \  p i z J { - - --- - - I- + I n (2/3) }
1 + x d )  3 /  , 1 1 ( 1 + x d )
i=l s
-  ( 1 / 6 )  y j Z j ] 2 ) ( 1 + x d )  }  ( I I I .  5 2 )
3 e  6ir r i (
i = l
t Ad
( 2 ) u P  A a s y m m e t r i c  e l e c t r o p h o r e t i c  t e r m  
J ©  t
F  ^  i s  g i v e n  b y  e q u a t i o n  ( 3 9 ) .  S in c e  s  a  h i g h e r  t e r m  i n  t h e
oe l e c t r o p h o r e t i c  v e l o c i t y ,  f i r s t  a p p r o x i m a t i o n s  c a n  b e  u s e d  f o r  ,  i | / j  ,
p ?  a n d  p . .   ^^
3 3
s ~r
p ?  =  \  n ? . e .  a n d  u s i n g  t h e  f i r s t  a p p r o x i m a t i o n  t o  ( 4 6 )
3 /  j  3 1 1
n j i  =  n . ( l  -  z . Z j ( e “ K r / y x r )  ( 8x )  ) ( H I . 53)
x 2 e
t h u s  p o  _  _    1  ( e “ K r / r )  ( 1 1 1 , 54)
3 4 try
—* j/  pi
w h e r e  y  =  e  ( 1  +  x d )  • d  =  a  f o r  t h e  ' P r i m i t i v e  m o d e l1 a n d  d  =  R f o r  t h e
N ew  m o d e l .
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Using the Poisson equation
e .
w e  r e a d i l y  o b t a i n  ( e ~ K r / r )  ( I I I .  5 6 )
3 D y
T h e  f i r s t  a p p r o x i m a t i o n  t o  p .  ( p ^ 0 ' 1 ^ )  i s  g i v e n  b y  (3 L  9 7 )  a n d  t o  ( i j r i 0 ' 1 * )j j 3 3
b y  (3L  1 2 1 )  •
I f  P j 0 / 1 )  =  p j  d )  C o s  ( 0 )  a n d  ^ j 0 , 1 )  =  ( r ) C o s ( 0 )  ( I I I . 5 7 )
t h e n
p d )  =  _  {  ( p °  ( r ) ( d Y j  ( r ) / d r )  +  P.. ( r )  ( d f  ( r )  / d r )  ) r  C o s ( O )  -  p °  ( r )  (Y  j  ( r ) / r )  0 S i n  ( 0 )  }
V2iii? = -4irPj/D ( I I I . 55)
( I I I . 5 8 )
w h e r e  f ( r )  =  e ^ ( e  K r / r ) / D y  ( I I I . 5 9 )
t h e r e f o r e : F r ( r )  =  -  {  p °  ( d Y j / d r )  +  P j  ( d f ( r ) / d r )  }  ( I I I .  6 0 )
a n d  F e d )  =  P ?  ( Y j / r )  ( I I I . 6 1 )
t h u s
d
u d )  -  _ 1 _  { /  i l _ ( r  P (r ) d/dr (e**Kr/r) -  k2 (e"Kr/r) d/dr (Y . (r)  r )  d r
30 12TTH J  y D  3 3
2 ~ r d
-  —  —  ( P .  ( r )/ r )  'd/dr (e~Kr/r) -  k2 (e"Kr/r) d/dr (V . ( r ) / r )  d r  }
3 J  y D  3 3
"  ( I I I . 6 2 )
t h e r e f o r e :
2 s ~Kr(l+q^)
u - e } =  -------  V ”  X ^(ta XB®a ) (  /  ( 2 + 3 K r + 2 ic 2r 2 ) -  A  -------------3- ^  {  ( 1 + 1 / q  )
30 1 2 n n y D k T  /  3 a a a  / y r J  y  r  p
p = 2  00
+  ( q j d l + l / q 2 ) ic r  +  ( l + q ^ ) K 2r 2 }  +  A 5 — T - E  ( e “ K r / r 3 ) d r
p
a 2 P  e~2lcr 2 2 e“,K r( l+ q  )  ^ ,
 3-  /  ........—5 ( 4 + 5 K r + 2 ic  r  ) -  A -  ------------- e— E  (  ( 1 + 3 / q  ) +  ( 3 / q / + l + q d < r
/  y r  J y  r  p  P P
+ 2 2 , , .  3 7^q p Y “Kr/ 3. , \( l + q p ) ic  r  }  +  A 5 — ~ — ^  ( e  / r  ) d r  jq / r  ) r  ) ( I I I . 6 3 )
P
F o r  b o t h  m o d e ls ,  s u b s t i t u t i o n  o f  t h e  v a l u e s  f o r  A ^  (31.9 8 a n d  2 . 9  9 )  a n d  A ,- ( 2,122 
a n d  2 . 1 2 5 )  f o l l o w e d  b y  c o n s i d e r a b l e  m a n i p u l a t i o n  a n d  r e d u c t i o n  l e a d s  t o : ,
74
2 s
u ( l )  =   3   ( t  Y « e r t ) Q „ (« c d )
3 e  1 2 i r n D k T ( l+ K d )  /  3 °  0  0  p
'  P =
F o r  t h e  P r i m i t i v e  M o d e l
( 1  “  q „ )  ( 1  -  q2) T r { ( l + q ^ ) K a }  ( 1 2  -  q j ;
Q (<a) = {  ----- — -H— Tr{tca} + p  ^-------  +  E-
P 2 q „  2 q p  (1  +  q f t a )  2 4  c
( 1 3 ( 1  -  q  ) -  2 q Y l  -  q  ) ) K a  
---------------- E-----------E_______ E_____ \
2 4
a n d  f o r  t h e  N e w  m o d e l
( 1  -  q  ) (1  -  q 2 ) T r { ( 1 + q f t k R }  (3  +  <
Qn  ( k R ) =  { ----------------------- E - T r { k R } +   2 --------------- ^ P
2 qp 2 q p  ( l + q f t R + q p K 2r 2/ 2 )
( 8 ( 2  -  q p ) -  5 q p  -  3 q 3/2  ) KR 
2 4
+
( 3 )  u f 2 * 1 d i f f u s i o n 1 t e r m *-De-x-----------------------
(2)F  '  i s  g i v e n  b y  e q u a t i o n  ( 4 0 ) .  N o w ;
a  9 f . i ( r , 0 )  £  3 f . . ( r , 0 )
V?f . .  ( r ,  0) =  ( r  — L i -----------
,J 3 r  r  30
l e t  f  j ± ( r , 0 )  =  F ^ r )  C o s ( 0 )
t h e r e f o r e
. a  d F  ( r )  £
■ . ( r , 0 )  =  r  — J -1- -  C o s ( 0 )  -  E -  F . . ( r )  S i n ( 0 )  
31  d r  r  31
a n d
3'
( ? )  \  a  d F .  ( r )  a  F  ( r )
F  =  -  ( k T / n , )  > ( r   —  C o s ( O )  -  0  - J i - —  S i n ( 0 )  )
T=T
t h u s
j  d r  r
F r ( r )  =  -  ( k T / i i j ) \  ( d F j ^ / d r )  F Q =  ( k T / n j ) S  ' ( F _ . . / r )  
i =1r x==lJx  x  S
H e n c e  r ( F  -  F f i ) =  -  ( k T / n . )  d / d r ( r F . . ( r )  )
tc o 3 /   ^ 31
a n d  (F r  +  F 0 ) / r  =  -  ( k T / n j ) 5  d / d r ( F j i  ( r ) / r )
see  A p p e n d ix  9
(III.64) •
a  -  V
( I I I . 65)
(111.66)
(1 1 1 .67)
(111.68)
( 1 1 1 .69)
( 1 1 1 . 7 0 )
(1 1 1 .71)
(1 1 1 .72)
(1 1 1 .73)
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Substitution into (32) then readily leads to
u P3e
2 k T d  
9n^
F.i(d) (III.74)
f o r  t h e  P r i m i t i v e  M o d e l
d  =  a a n d  b y  d e f i n i t i o n  F . . ( a )  =  0j i
u < 2 >3et h u s
f o r  t h e  N ew  M o d e l
( I I I . 7 5 )
(2)S in c e  u ;  '  i s  a  h i g h e r  t e r m  i n  t h e  e l e c t r o p h o r e t i c  v e l o c i t y ,  w e  c a n  
J  “ I
u s e  t h e  f i r s t  a p p r o x i m a t i o n  t o  f . .  o b t a i n e d  i n  P a r t I I  U s i n g I I . 1 0 1  w e  o b t a i n31
i P  = - 
3 e
X e . .x
3 6 ttti
fa u .  ( e . r n .  -  e . w . )  i i i  33 x R
i = l
j  e ± (t»)i  +  m . )  (1  +  x R )
3 2 s X e . K  R y  1 u ±
3 6t t t i . e . (w . +to .) - 3 1 1 3
p  p  p  + K R ( -1 ~ q ) ]
t  x ?e  (to,X?  -  w . x ? ) {  ---------2------ —x--------2 - iCTO CT 1^ 3
i = l  "  p =2
t h e  s e c o n d  t e r m  h e r e  i s  e x t r e m e l y  s m a l l  a n d  c a n  b e  n e g l e c t e d ,  t h u s
3 1 (1 -H cR ) ( 1 + q ^ tc R + q  x 4
P  P
( I I I . 7 6 )
u(2) = _ Y l l l
36 3 6 u n
"• u . ( e . w .  -  e . w . )3-13-____1 21 x R
i = l
e .  (to . +  t o . )  (1  +  x R )
X  1  J
( I I I . 7 7 )
We c a n  n o w  c o l l e c t  t h e  v a r i o u s  e l e c t r o p h o r e t i c  t e r m s , t o  o b t a i n ,  f o r  t h e  
n e w  m o d e l
s
u.
3 e
x e . X  Y  1
J   { 1  -  z  . ( f i x / 2 )  \  x ?  ( t J C O  Q ( x R )
6irq  ( 1 + x R ) ' j  CT ct CT pp^ 2~
-  ( 6 k / 2 )  (  z .  [  >  u z ] {  ? r ( 2 K R > +  I n  ( 2 / 3 )  )  -  ( 1 / 6 )  [ \  u ,  2 J  2 )  ( 1 + ® )
2 r f j  1 1 (1+kR)2 Z__ ,
i = l
x R u .  ( e . w .  -  e . t o . ) . A l - X - X _____ 3 . 3 . }
—_j e .  (w . +  u . )i=l i i  j
( I I I . 7 8 )
t h e  e l e c t r o p h o r e t i c  r e t a r d i n g  v e l o c i t y  a t  t h e  s i t e  o f  a  j - i o n ,  i n  a  s o l u t i o n  
c o n t a i n i n g  s - i o n i c  s p e c i e s .
F o r  t h e  P r i m i t i v e  m o d e l  w e  h a v e  t h e  s a m e  e x p r e s s i o n  ( w i t h  R r e p l a c e d  b y  a ,  a n d
Q ( x a )  a s  d e f i n e d  i n  ( 6 5 )  ) e x c e p t  t h a t  t h e  f i n a l  t e r m  i s  a b s e n t .  
P
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Siberiam a HYDRODYNAMIC RELAXATION TERM AxjX)
F o r  t h e  e v a l u a t i o n  o f  t h i s  t e r m  w e  r e q u i r e  a n  e x p r e s s i o n  f o r  ,  t h e
a v e r a g e  s o l v e n t  v e l o c i t y  a t  t h e  s i t e  o f  a n  i - i o n  ( a t  r 2 ) w h e n  w e  h a v e  a  j - i o n  
a t  ( s e e  F i g .  1 9 ) .
K n o w le d g e  o f  t h e  h y d r o d y n a m ic  v e l o c i t y  f i e l d  a b o u t  t h i s  i - j  p a i r  i s  t h e r e f o r e  
r e q u i r e d .  I n  n o n e  o f  t h e  e x i s t i n g  c o n d u c t a n c e  e q u a t i o n s  i s  a  c o m p l e t e l y  s a t i s f a c t o r y  
e x p r e s s i o n  f o r  v ^  o b t a i n e d .
a t  r 2 ,  w h i c h  w i l l  p r o f o u n d l y  a l t e r  t h e  v o lu m e  f o r c e s  a c t i n g  o n  t h e  s o l v e n t .
o f  t h e  i - i o n  d u e  t o  i t s  o w n  i o n  a t m o s p h e r e ) .
C o n s i d e r  t h e  s i t u a t i o n  d e p i c t e d  i n  F i g . 1 9 .  T h e  v e l o c i t y  o f  t h e  s o l v e n t  a t  
w i l l  b e  d u e  t o  t w o  e f f e c t s ;
( a )  t h e  m o t i o n  o f  t h e  i -  a n d  j - i o n s  t h r o u g h  t h e  s o l v e n t ,
( b )  t h e  v o lu m e  f o r c e s  a c t i n g .
( 1 )  V o lu m e  f o r c e s
L e t  t h e  f o r c e  p e r  u n i t  v o lu m e  a c t i n g  o n  t h e  s o l v e n t  a t  =  F *  ( r ^ ) , t h i s
w i l l  b e  e q u i v a l e n t  t o  t h e  t o t a l  f o r c e  a c t i n g  o n  a l l  i o n s  i n  t h i s  v o lu m e .
F I G .
r
v ± ( r ) wj ( r) w ! 1 '  ( r )  +  w j 2 )  ( r ) ( I I I . 7 9 )
( t h e  t i m e  a v e r a g e  s o l v e n t  v e l o c i t y  a t  r  f r o m  a  j - i o n  a t  r ^ )
H o w e v e r  i s  c a l c u l a t e d  m a k in g  n o  a l l o w a n c e  f o r  t h e  p r e s e n c e  o f  t h e  i - i o n
P i t t s (1) a s s u m e s  t h a t  v ^ ( r )  =  ( t h e  e l e c t r o p h o r e t i c  v e l o c i t y  a t  t h e  s i t e
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t h e r e f o r e
s
1
n . ^  P M r J
K=r<
jik  S!k ^ 3 , (III.80)
w h e r e  n . . ,  =  t h e  c o n c e n t r a t i o n  o f  k - i o n s  a t  d r ,  w h e n  t h e r e  i s  a  j - i o n  a t  r,j  l k  3 l
a n d  a n  i - i o n  a t  r 2 * 
a n d  =  t h e  a v e r a g e  f o r c e  a c t i n g  o n  a  k - i o n  a t  r ^ .
N ow
F i  -  X i  e k  -  V 3 V r 13 >  -  S W ' M 1 -  “ V n l t i i P  ( H I . 8 1 )
a n d  s i n c e  A x f 1 * i s  i t s e l f  a  h i g h e r  t e r m  i n  t h e  r e l a x a t i o n  f i e l d ,  o n l y  t h e
2
l e a d i n g  ( e x t e r n a l  f i e l d )  t e r m  n e e d  b e  r e t a i n e d .  D i s c a r d i n g  t h e  t e r m s  °= X  w e  
o b t a i n
s
\  ' o
F ' =  X a /  n j i k  e k  ( h i . 8 2 )■z
k = l
l j i k  “  \  " j i k  7 *  j i
t h e r e f o r e  f r o m  ( 1 . 2 9 )
n o w  n °  -  n  F °  / F °  ( I I I . 8 3 )
n k  (1 +  r i l +  r i k  +  r i k  +  r i i k »  
n j i k  =   ( i Q ^ , --------
w h e r e  9j i '  q j k  a n d  q i k  a r e  e lJ u l l i b r i u m  p a i r  c o r r e l a t i o n  f u n c t i o n s  ( g X  =  F ? k ~  1 ) 
a n d  g ? . v  i s  a  t r i p l e  i o n  c o r r e l a t i o n  f u n c t i o n .  A s  i n  p a r t  I  w e  c a n  a s s u m e3 XK
g ? i k  t o  b e  n e g l i g i b l e ,  h e n c e
s  sA  v ----------- f  V ..........—r
F ’ ( r 3 ) =  ~  X  -  — y  n k e k  g j k ( r 1 3 ) +  n k e k  9 i k ( r 2 3 ) *  ( I I I . 8 5 )
D± k = l  k = l
N ow  g ? k  =  ( F ? k  -  1 )  =  ( n ° k / n k  -  1 )  e t c .  ( I I I . 86)
a n d  t h u s  f r o m  ( 5 3 ) ,  t o  t h e  f i r s t  a p p r o x i m a t i o n
jk
e  .e .  
k ,
y  D k T
(e_,Cr jk/r j k) (III.87)
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t h u s  i t  c a n  b e  s e e n  t h a t
A
F ' ( r 3> -  1 , o ' ' ;.... ~ C p° ( r jk> + pi ( r ik> 1 ( I I I . 88)(I + g jp r ^ ) )
A  r i g o r o u s  s o l u t i o n  o f  t h e  N a v i e r - S t o k e s  e q u a t i o n  ( 3 )  w i t h  t h i s  e x p r e s s i o n  
f o r  F  d o e s  n o t  a p p e a r  t o  b e  p o s s i b l e  a t  p r e s e n t ,  a n d  a  s i m p l i f y i n g  a p p r o x i m a t i o n  
m u s t  b e  m a d e .
C o n s i d e r  t h e  s i t u a t i o n  w h e n  t h e  i -  a n d  j - i o n s  a r e  f a r  a p a r t ,
r i S  P ' ( r 3> =  X i { p ° ( r j k ) +  P ° ( r i k ) }  ( I I I . 8 9 )
t h u s
c l o s e  t o  t h e  i - i o n :
F '  =  X i  P ° ( r ±k) +  X  i {  l i m  P j ( r j k ) }
rjk^C°
t h e r e f o r e  F '  =  X  " i  p ?  ( r i k ) ( I I I .  9 0 )
a n d
c l o s e  t o  t h e  j - i o n :
X  i  P ? ( r . ,  ) +  X  i {  l i m  p ° ( r  ) > 
3k ri k -  1 lk
h e n c e  F '-  =  X  i  p ?  ( r ..  )j  v j k '  ( I I I . 9 1 )
( c . f  ( 3 8 ) )
T h u s  t h e  s o l v e n t  v e l o c i t y  ( d u e  t o  v o lu m e  f o r c e s )  a t  t h e  s i t e  o f  e a c h  i o n  w i l l  
r e d u c e  s i m p l y  t o  t h e  e l e c t r o p h o r e t i c  r e t a r d i n g  v e l o c i t y  d u e  t o  i t s  o w n  
i o n  a t m o s p h e r e ,  t h u s
X e i K *
1  S f fn d + K C l)  ( I I I . 9 2 )
w h i c h  i s  t h e  e x p r e s s i o n  u s e d  b y  P i t t s  ^ .
( 2 )  S o l v e n t  v e l o c i t y  d u e  t o  m o t i o n  o f  i -  a n d  j - i o n s .
S in c e  ( 9 0 )  a n d  ( 9 1 )  a r e  r i g o r o u s  o n l y  i n  t h e  l i m i t  r  -* ® i t  w o u ld  b e
i n c o n s i s t e n t  t o  i n c l u d e  i n  t h e  s o l v e n t  v e l o c i t y  ( v ^  ) a  t e r m  ( w j 1  ^ ) d u e  t o  
t h e  m o t i o n  o f  t h e  j - i o n  t h r o u g h  t h e  s o l v e n t ,  w h i c h  w o u ld  q u i t e  r a p i d l y  +  0 i n  t h i s  
l i m i t .  F u r t h e r ,  w . jX  ^ ,  a n d  t h e  o m i t t e d  t e r m  a r i s i n g  f r o m  t h e  a c t i o n  o f  t h e  e x t e r n a l
f i e l d  o n  t h e  a t m o s p h e r e  o f  t h e  j - i o n ,  w i l l  t e n d  t o  c a n c e l .
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H e n c e  t h e  e x p r e s s i o n  u s e d  h e r e  ( 9 2 ) ,  a n d  b y  P i t t s  ^  f o r  , w h i l e  n o t  
r i g o r o u s ,  w o u ld  a p p e a r  t o  b e  t h e  b e s t  a v a i l a b l e  a t  p r e s e n t .
D e r i v a t i o n  o f  e x p r e s s i o n  f o r
F r o m  ( 9 2 )
X ( e  . ~  e  . )  k
( v .  -  v . ) .  r  =  -  ---------- +  i -  C o s  ( 6) ( I I I . 9 3 )
3 6irn  ( 1 + x d )
h e n c e  f r o m  ( E .g S )  u s i n g  t h e  m e th o d s  a n d  n o m e n c la t u r e  d i s c u s s e d  i n  P a r t  IE. :
s  s  2
1 n . e .  ( e .  -  e  )
A d )  =  J L J L — _  \  t  XP  \  — r t l  i ( I I I . 9 4 )
P  y D ( k T )  /  ,V  V  /  | ( u ^  +  a5V ) 6ir r i ( 1 + x d )
v = l  i = l
a n d
f ( 1 ) ( r )  =  e " K r / r  ( I I I . 9 5 )
w h e r e  a s  a b o v e  d  =  a  f o r  t h e  P r i m i t i v e  m o d e l  a n d  d  =  R f o r  t h e  N e w  m o d e l .
U s i n g  ( 1 . 6 4 )  a n d  ( X . 6 5 )  w e  o b t a i n  
f o r  t h e  P r i m i t i v e  M o d e l
r t 1’ .  - r t  v « p + y  ..V f a . i . y   i    _
1 8 n i i D k T 2 V v  /  . (o .± +  « v ) ( l + K a ) 2 ( l + q ^ a )  ( 1 + q ’ )
p =2 v= l i = l
( I I I . 9 6 )
a n d  f o r  t h e  N ew  M o d e l
4s}l ) _ -  r t  (1 + -R< r t )/2)___________
X 1 8 irn D k T  /  ■ 3 /  , V  V /  . (to . +  to ) ( 1 + k R ) 2 ( l+ q ^ x R + q  k 2R 2/ 2 ) ( 1 + q J )
p = 2  v = l  1 = 1  i v  P P  P
( I I I . 9 7 )
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SECTION 3
RE-EXAMINATION OF EQUILIBRIUM DISTRIBUTION FUNCTIONS USED
B e f o r e  w e  a s s e m b le  t h e  f i n a l  c o n d u c t a n c e  e q u a t i o n s ,  w e  m u s t  n o w  r e c o n s i d e r
' j :
t h e  e x p r e s s i o n  u s e d  f o r  t h e  e q u i l i b r i u m  d i s t r i b u t i o n  f u n c t i o n  f Y  i n  t h e  d e r i v a t i o n
o f  b o t h  t h e  R e l a x a t i o n  a n d  E l e c t r o p h o r e t i c  t e r m s .
F r o m  P a r t  I I ( 2 . 1 1 )  t h e  f u l l  e x p r e s s i o n  f o r  f ? . ( r )  h a s  t h e  f o r m31
Bi e ‘ - i c r
f ° .  =  n , n .  e "  y D k T (e  / r ) { l  +  S ( i c r ) ( 8ic) 2 +  0 ( 8 k ) 4 }  ( I I I . 9 8 )
3 1  1  3
o r
e_. e_.   e . e ,
. . .  ( e3i 13
i  3 / “ K r  i  i  , —K r  , , -
f Y  =   y D k T  ^  +  S ^ f K r J e  y D k T  '  ( 8k )  > ( I I I . 9 9 )
T h e  t e r m  S ^ K r )  v a n i s h e s  f o r  s y m m e t r i c a l  e l e c t r o l y t e s  ( t h i s  w i l l  a l s o  a p p l y
4
t o  t h e  o m i t t e d  h i g h e r  t e r m s  i n  ( 8k )  ) .  F o r  u n s y m m e t r i c a l  s a l t s  S ^  g i v e s  r i s e  t o  
s m a l l  b u t  v e r y  c o m p le x  e x p r e s s i o n s  i n  b o t h  t h e  r e l a x a t i o n  a n d  e l e c t r o p h o r e t i c  
t e r m s ,  w e  t h e r e f o r e  r e t a i n  o n l y  t h e  f i r s t  t e r m  i n  t h e  e x p a n s io n  o f  t h e  s e c o n d  
e x p o n e n t i a l  i n  ( 9 9 ) .  T h u s
e i e ' - K r
f j ± =  n ±n j {  e “  y D k T (e  ^  +  S 1 ( K r ) ( 8K ) 2 > ( I I I . 1 0 0 )
e x p a n d in g  t h e  e x p o n e n t i a l
00
e . e .  ,  / e . e . \ 2  „  « \  , , , n  / e . e . \ n  , - K r ,  . n
f °  -  n  n  ( 1  -  ■ -  X  ( e ~ K r / r )  +  { —  A ) (e ~  / r )  +  \  — -r  (  —£ j i  “  n i  j  y D k T  '  ’ 2 '  y D k T /  1 ’ /  n l  \  y D k T /
n= 3
+  S p ( K r )  ( 0 k ) 2 > ( I I I . 1 0 1 )
N ow i f  ( 8 - . k )  i s  t h e  p la s m a  p a r a m e t e r ,  w h e r e  84 i  =  z i z - +  ( I I I . 1 0 2 )31 3 1 1 3
{ -  8 . .  i s  t h e  s o - c a l l e d  L a n d a u  l e n g t h )31
t h e n
1 , “ i c r
f j i  =  ni n j U  "  <e~Kr/ ^ r )  (8 j±K) +  (e“Kr/ yK r) iJ(8j i K)Z + S'± (Kr) (8j± K)
(e~Kr / ( K r ) n ) ( 8 . 4K)n )  ( I I I . 1 0 3 ), 1 J
n *s
2
n i  y
w h e r e  S l =  S 1 / ( z . z . )
• 1  1 i  3
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I n  d e r i v i n g  t h e  l e a d i n g  t e r m s  i n  t h e  r e l a x a t i o n  f i e l d  a n d  t h e  e l e c t r o p h o r e t i c  v e l o c i t y  
w e  u s e d  t h e  f i r s t  f o u r  t e r m s  i n  ( 1 0 3 )  o n l y )  w e  n o w  e x a m in e  t h e  e x p r e s s i o n s  w h i c h  
a r i s e  i f  t h e  f i n a l  t e r m  i n  ( 1 0 3 )  i s  r e t a i n e d .
/
( a )  T h e  R e l a x a t i o n  f i e l d
U s i n g  (3 1 .6 4  o r  6 5 ) ,  (3 1 .6 7 )  a n d  ( 1 0 3 )  w e  o b t a i n
F o r  t h e  P r i m i t i v e  M o d e l
p 3 (K d )  =  ( 1  +  q p K a )
a n d
( l ) it
3 1  ( l - H c a ) 1  p 3 (te a )
K n ' i  ( I I I . 1 0 5 )
h, x . n
K- (bjj) „  I Q h i ” L l i  + Z Z  r i i  ;
2 ic  /  , n  ( n + 2 )  I ( 1 + K a ) n  ( 1 + K a )____ L ____s n ( n + l )  ( n + 3 ) ! ( 1 + K a )
n = l  n - l
w h e r e  b ^ ^  =  ^ j i ^ 3- ^T h e  B De r r u m  p a r a m e t e r )
( I I I . 1 0 6 )
t h u s  K ^ 1 * -  e 8j i K - -  ------  b 1?. in  t h e  l i m i t  k  ** 0  ( I I T . 1 0 7 )
/  n(n+2)I 3 1
n = l
F o r  t h e  N ew  M o d e l
P 3 (K d )  =  ( 1  +  q p « R  +  q  K 2R 2/ 2 )  ( I I I . 1 0 8 )
P 
a n d
u> .  J ' V  —  13WV  L i  s lK (b  • ■ ) “ 2 k /  n  /  ' n
31  ( 1 + k R )  p 3 ( k R )  /  2 n ( n + l )  I ( l + i c R ) n  ( 1 + k R )  f a  n ( n + l ) ( n + 3 ) !  ( 1 + k R )
n = l  n = l
A 0 ( 8 - , k )  T r { 3 K d )
( b )  T h e  E l e c t r o p h o r e t i c  v e l o c i t y
U s i n g  ( 4 5 )  a n d  ( 1 0 3 )  w e  o b t a i n  f o r  b o t h  m o d e ls  
s  s
( 0 , 5 )  _ 2 X _  V  T 2 ( 2 )  (b j + f n . e .  fa —^ 1 L
3G  /  1  i  3 1  3 1  3n  1  1  3 1  2 ( 1 + K d )
i = l
w h e r e
K<2)(b.., . _j_ { V  J   + J j i !  V    ,
31  d + K d ) 2 /  |  n  ( n + 2 )  ! ( 1 + K d ) n  ( 1 + K d )  /  ^  n ( n + l ) ( n + 2 ) l  ( 1 + K d ) n
( I I I . 1 0 9 )
t h u s  K ( 2 )  *  e B j i K \  i r l l Z   b 1? i n  t h e  l i m i t  k 0
Z  j  n  ( n + 2 ) I  31
n = l
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N ow  i n  t h e  f i n a l  c o n d u c t a n c e  e q u a t i o n  ,  t h o s e  t e r m s  i n  ( 1 0 4 )  a n d  ( 1 0 9 )  c o n t a i n i n g  
t h e  e x p r e s s i o n s  ^ j i ^  a n d  ( b j j 4 w i l l  r a p i d l y  b e c o m e  d o m i n a n t  w h e n  r f ^  i s
l a r g e ,  a n d  w i l l  c a u s e  a  d e c r e a s e  i n  t h e  p r e d i c t e d  c o n d u c t i v i t y  o f  t h e  s o l u t i o n .
B o t h  F u o s s  ( 3 ' 4 8 ) a n d  E b e l i n g  15 6 ) ,  4 n  d e r i v i n g  e q u a t i o n s  f o r  s y m m e t r i c a l
e l e c t r o l y t e s ,  f o u n d  t h a t  s i m i l a r  t e r m s  i n  b  “  < 2  =  ^ o r  s y n™ e t r i c a l  s a l t s )
a p p e a r e d  w h e n  t h e  f u l l  e x p o n e n t i a l  f o r m  o f  r a t h e r  t h a n  t h e  s e r i e s  e x p a n s io n
t r u n c a t e d  a t  t h e  t h i r d  t e r m  ,w a s  u s e d .  S i n c e  b  b e c o m e s  l a r g e  i n  t h o s e  c i r c u m s t a n c e s  
w h e r e  i o n  a s s o c i a t i o n  i s  t o  b e  e x p e c t e d  ( i . e  l a r g e  z  o r  s m a l l  D ) , F u o s s  r e f e r r e d  
t o  t h e s e  t e r m s  a s  ' p s e u d o  m a s s  a c t i o n 1 ( i . e  p s e u d o  i o n  a s s o c i a t i o n )  t e r m s ,  a n d  f o u n d  
t h a t  t h e i r  i n c l u s i o n  i n  t h e  f i n a l  c o n d u c t a n c e  e q u a t i o n  m a d e  t h e  e x p l i c i t  i n t r o d u c t i o n  
o f  t h e  c o n c e p t  o f  i o n  p a i r i n g  u n n e c e s s a r y  ( a t  l e a s t  f o r  s y s t e m s  w h e r e  b  w a s  n o t  t o o  
l a r g e  a n d  c o v a l e n t  b o n d in g  w a s  a b s e n t ) . T h e  n a t u r e  o f  t h e s e  t e r m s  i n  b ,  a n d  t h e  r e a s o n
f o r  t h e i r  a p p e a r a n c e ,  m u s t  n o w  b e  c o n s i d e r e d .
P H Y S IC A L  AND C H E M IC A L  M O D ELS OF E L E C T R O L Y T E  S O L U T IO N S  
P h y s i c a l  M o d e l
C o n s i d e r  a  c o n d u c t a n c e  e q u a t i o n ,  b a s e d  o n  t h e  P r i m i t i v e  M o d e l  f o r  t h e  i o n s ,  w h e r e  
t h e  d e r i v a t i o n  f o l l o w s  e x a c t l y  t h a t  d e s c r i b e d  a b o v e  ( a n d  i n  P a r t  I I ) , e x c e p t  t h a t  n o w :
n |  =  t h e  t o t a l  c o n c e n t r a t i o n  o f  i o n s  o f  s p e c i e s  1  ( i o n s / c c )
r a t h e r  th a n  th e  c o n c e n t r a t io n s  o f  f r e e  io n s  o f  each s p e c ie s .
(v w i l l  t h e r e f o r e  r e p l a c e  s in  a l l  e q u a t io n s  above ,  and n^ w i l l  r e p l a c e  n^)
T h e  f u l l  e x p r e s s i o n  f o r  f 9 .  i s  u s e d ,  a n d  t h u s  t h e  f i n a l  e q u a t i o n  w i l l  c o n t a i n  t h e
j  *
K(b) te rm s d e s c r ib e d  a b o ve .
Now th e  d i s t r i b u t i o n  f u n c t io n  f ^  s h o u ld , i f  i t  c o r r e c t l y  and c o m p le te ly  d e s c r ib e s
t h e  d i s t r i b u t i o n  o f  i - i o n s  about a g iv e n  j - i o n ,  i m p l i c i t l y  a l lo w  f o r  th e  e f f e c t s  o f
io n  p a i r i n g  between th e  i -  and j-ion when e l e c t r o s t a t i c  f o r c e s  a lo n e  a r e  i n v o lv e d .
( 4 7 )Fuoss s t a t e s  "S ince  i o n - p a i r i n g  i s  assumed to  be a consequence o f  e l e c t r o s t a t i c
f o r c e s  a lo n e ,  i t  sh ou ld  be p o s s i b l e  t o  deduce a conductance e q u a t io n  in  which ( the  
a s s o c i a t i o n  c o n s ta n t )  does n o t  ap p ear  a s  an a r b i t r a r y  c o n s ta n t" .  However,two problem s  
a r i s e  h e r e :
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( 1 ) t h e  d i s t r i b u t i o n  f u n c t i o n  f ? .  i s  o b t a i n e d  f r o m  s t a t i s t i c a l  m e c h a n i c a l31
e q u a t i o n s  ( s e e  P a r t  I )  w h i c h  a s s u m e  o n l y  t h e  o r i g i n a l  s p e c i e s  1 , 2 , . . . ,  v  t o  b e  
p r e s e n t  i n  t h e  s o l u t i o n .  I o n s  m a y  c o m e  i n t o  c l o s e  p r o x i m i t y  f o r  s h o r t  p e r i o d s  ( a n d  
m a y  b e  c o u n t e d  a s  p a i r e d  w h e n  t h e y  a r e  w i t h i n  a  c e r t a i n  c r i t i c a l  d i s t a n c e ,  a s  i n  
t h e  B j e r r u m  t h e o r y )  b u t  n o  n e w  s p e c i e s  ( w i t h  l i f e t i m e s  l o n g  c o m p a r e d  w i t h  t h e  
t i m e  o f  a  s i n g l e  d i s p l a c e m e n t  d u e  t o  B r o w n ia n  m o t i o n )  a r e  a l l o w e d  f o r .
( 2 )  T h e  d i s t r i b u t i o n  f u n c t i o n s  f Y  a n d  f ^  a r e  c o n c e r n e d  w i t h  t i m e  a v e r a g e  
d i s t r i b u t i o n s  o f  i o n s ,  a n d  c a n n o t  d e s c r i b e  s p e c i f i c  e n c o u n t e r s  b e t w e e n  d i s c r e t e  
i o n s  o f  f i n i t e  s i z e .
T h u s  t h e  P h y s i c a l  M o d e l  ( w i t h  i o n s  d e s c r i b e d  b y  t h e  P r i m i t i v e  M o d e l )  c a n n o t  
d e s c r i b e  i o n  p a i r i n g  i n  t e r m s  o f  t w o  i o n s  o f  f i n i t e  s i z e  i n  c o n t a c t  ( o r  r e v o l v i n g  
a b o u t  a  c o m m o n  c e n t r e )  f o r  l o n g  t i m e  p e r i o d s ,  b u t  o n l y  i n  t e r m s  o f  h i g h  t i m e  a v e r a g e  
d i s t r i b u t i o n s  c l o s e  t o  t h e  c e n t r a l  i o n  ( w h ic h  i s  t h e  o n l y  i o n  i n  t h e  s o l u t i o n  
h a v i n g  a  f i n i t e  d i s t a n c e  a  a s s o c i a t e d  w i t h  i t )
(2)A  s i m i l a r  p r o b le m  a r i s e s  w i t h  t h e  F u o s s - O n s a g e r  ( 1 9 5 8 )  b o u n d a r y  c o n d i t i o n  
w h i c h  a s s u m e s  t h a t  a t  c o n t a c t ,  t w o  i o n s  c a n  o n l y  h a v e  t a n g e n t i a l  r e l a t i v e  m o t i o n .  
T h i s  m u s t  h o l d  f o r  t w o  s p h e r e s  o n  t h e  m a c r o s c o p i c  s c a l e ' ,  b u t  i n  e l e c t r o l y t e  t h e o r y  
i t  m u s t  b e  a p p l i e d  w h e r e  o n e  o f  t h e  s p e c i e s  c a n  b e  r e p r e s e n t e d  o n l y  b y  a  t i m e -  
a v e r a g e d  d i s t r i b u t i o n ,  a n d  t h e  r e l a t i v e  v e l o c i t y  i s  a l s o  a  t i m e - a v e r a g e d ,  r a t h e r  
t h a n  a n  a c t u a l , v e l o c i t y . F o r  t h i s  r e a s o n  t h e  a p p l i c a t i o n  o f  t h i s  b o u n d a r y  c o n d i t i o n ,  
w i t h  t h e  m e a n in g  a s c r i b e d  t o  i t  b y  F u o s s  ^ 4 5 ' ^ 7 + a s  l e d  t o  s o m e  c o n t r o v e r s y  ( 5 8 - 6 0 )
t h e  c e n t r a l  j - i o n ;  a n d  i s  t h e r e f o r e  c l o s e l y  r e l a t e d  t o  a n y  c o n c e p t  o f  i o n  a s s o c i a t i o n  
T h e  K ( b )  t e r m s  w h i c h  r e s u l t  f r o m  t h i s  e x p r e s s i o n  a r e  R e l a x a t i o n  a n d  E l e c t r o p h o r e t i c  
t e r m s .  T h e r e f o r e  t h e  P h y s i c a l  M o d e l  p r e d i c t s  t h a t  w h e n  b ^  i s  l a r g e ,  a  s h a r p  
i n c r e a s e  o c c u r s  i n  f c l o s e  t o  t h e  c e n t r a l  j - i o n  ( s e e  F i g . 2 0 )  w h i c h  i n  t u r n  l e a d s  
t o  a  l a r g e  i n c r e a s e  i n  t h e  r e l a x a t i o n  f i e l d ,  a n d  t o  a  l e s s e r  e x t e n t  i n  t h e  
e l e c t r o p h o r e t i c  r e t a r d i n g  v e l o c i t y ,  a c t i n g  o n  t h e  j - i o n ;  t h e  f i n a l  r e s u l t  i s  a  
r e d u c t i o n  i n  c o n d u c t i v i t y .
W h e n  t h e  B j e r r u m  p a r a m e t e r  ( b . . )  i s  l a r g e ,  t h e  c o n c e n t r a t i o n  r a n g e  o v e r  w h i c h
3 -A
c o n d u c t a n c e  e q u a t i o n s  b a s e d  o n  t h e  P h y s i c a l  M o d e l  c a n  b e  a p p l i e d ,  i s  v e r y  s m a l l  ( 5 6 )  # 
F o r  t h i s  r e a s o n ,  a n d  b e c a u s e  w h e r e  c o v a l e n t  b o n d in g  o c c u r s  b e t w e e n  t h e  s p e c i e s  
p r e s e n t ,  t h e  m o d e l  m u s t  o b v i o u s l y  f a i l ,  t h e  C h e m ic a l  M o d e l  f o r  e l e c t r o l y t e  
s o l u t i o n s  h a s  b e e n  p r o p o s e d  ( b y  F u o s s  4 5 }  a n ( j  m o r e  e x p l i c i t l y  a n d  s y s t e m a t i c a l l y
«  1 / r 3 , 1 / r 4 , ---------
N o w  t h e  e x p r e s s i o ni  ( 1 0 3 )  c o n s i s t s  o f  t e r m s
a n d  i s  t h u s  c o n c e r n e d  w i t h  t h e  d i s t r i b u t i o n  o f  i - i o n s  c l o s e  t o
b y  E b e l i n g  ( 3 5 , 5 6 , 6 1 , 6 2 ) .
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The Chemical Mode1
In this model we assume the existence of association equilibria of the type;
Mxm+n e t c . ( I I I . 1 1 2 )
w h e r e  MXm + n  i s  a  n e w  s p e c i e s  ( w h i c h  m a y  h a v e  a  l o n g  a v e r a g e  l i f e t i m e ) ,  a n d  i s  
t h e  p a i r w i s e  a s s o c i a t i o n  c o n s t a n t
rMxm+ni
[M1"] [Xj
_ V y
fMm f
+ n  \  
/
( I I I . 1 1 3 )
( f ^ m  e t c .  a r e  t h e  a c t i v i t y  c o e f f i c i e n t s ) .
We m a y  a s s u m e  t h a t  a t  i n f i n i t e  d i l u t i o n  t h e r e  a r e  p r e s e n t  i n  t h e  s o l u t i o n ;  
n ^  i o n s / c c  o f  s p e c i e s  1
A l l o w i n g  f o r  t h e  v a r i o u s  p o s s i b l e  a s s o c i a t i o n  e q u i l i b r i a ,  a t  f i n i t e  c o n c e n t r a t i o n  w e  
w i l l  h a v e ; .
n l  f r e e  i o n s / c c  o f  s p e c i e s  1
V
o r i g i n a l  i o n i c  s p e c i e s
v +1  ’  * v +1
n e w  c h a r g e d  s p e c i e s
n g + k  n e u t r a l  s p e c i e s / c c
s + h
s +1
s + h
u n c h a r g e d  s p e c i e s
F o r  t h e  x  e q u i l i b r i a  i n v o l v e d ,  w e  h a v e  t h e  a s s o c i a t i o n  c o n s t a n t s  r '  * '  * * ,K A X  ^ *
T h e  c o n c e n t r a t i o n s  , n 2 , . . . . , n g  a r e  d e t e r m i n e d  f r o m  t h e  m a s s - a c t i o n  e q u a t i o n s  ( e . g  ( 1 1 3 )  
f o r  t h e s e  e q u i l i b r i a ,  t o g e t h e r  w i t h  t h e  e q u a t i o n s  a r i s i n g  f r o m  t h e  r e q u i r e m e n t s  o f
m a s s  b a l a n c e  a n d  e l e c t r o n e u t r a l i t y ;  t h i s  g i v e s  a  s e t  o f  ( x + 2 ) s i m u l t a n e o u s  e q u a t i o n s  
f r o m  w h i c h  n 1 , n 2 e t c .  c a n  b e  f o u n d .
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nin
3 0  -
20
10 -
( a )
\
\
\
\
w
(b)
p l o t  o f  f ? . v  r . .  f o r  a  s y m m e t r i c a l
e l e c t r o l y t e  3
w h e r e  b . . ^  =  4 . 8 ,  ica  =  0 . 1
( a )  c o r r e s p o n d s  t o  u s e  o f  ( 1 0 3 )
( b )  w h e r e  f i n a l  t e r m  i n  ( 1 0 3 )  
d r o p p e d .
FIG.20
2a 3 a 4 a 5 a 6a rj i
T h e  e x i s t e n c e  o f  t h e  a s s o c i a t i o n  e q u i l i b r i a  (1  t o  x )  w i l l  r e s u l t  i n  a  r e d u c t i o n  
i n  t h e  t o t a l  c h a r g e  c a r r y i n g  a b i l i t y ,  a n d  t h e r e f o r e  i n  t h e  c o n d u c t i v i t y ,  o f  t h e  s o l u t i o n .  
T h u s  i t  c a n  b e  s e e n  t h a t  i n  t h i s  m o d e l ,  a n d  i n  t h e  P h y s i c a l  M o d e l  d i s c u s s e d  a b o v e ,  t h e  
n e t  e f f e c t  o f  a  t e n d e n c y  f o r  i o n s  o f  o p p o s i t e  c h a r g e  t o  f o r m  p a i r s ,  i s  t h e  s a m e  (a  
p r e d i c t e d  d e c r e a s e  i n  c o n d u c t i v i t y ) . We s i m p l y  h a v e  h e r e  t w o  d i f f e r e n t  w a y s  o f  l o o k i n g  
a t  t h e  s a m e  p h e n o m e n o n .
F o r  t h e  r e a s o n s  d i s c u s s e d  a b o v e ,  t h e  d i s t r i b u t i o n  f u n c t i o n  f Y  d o e s  n o t  a l l o w  
f o r  t h e  c o m b i n a t i o n . o f  i -  a n d  j - i o n s  t o  f o r m  n e w , l o n g  l i v e d  s p e c i e s .  I t  d o e s  
h o w e v e r ,  i n  i t s  f u l l  e x p o n e n t i a l  f o r m ,  i m p l i c i t l y  a l l o w  f o r  t h e  e f f e c t s  o f  p a i r i n g  b y  
s h o w in g  a  s h a r p  i n c r e a s e  c l o s e  t o  t h e  j - i o n  w h e n  b ^  i s  l a r g e ,  a n d  i n  o r d e r  t o  a v o i d  
c o u n t i n g  t h e  s a m e  e f f e c t  t w i c e  w e  m u s t  r e m o v e  t h o s e  t e r m s  i n  ( 1 0 4 )  a n d  ( 1 0 9 )  
c o n t a i n i n g  a n d  Z 2  ^ ( s e e  D i s c u s s i o n  ) . W h e n  t h i s  i s  d o n e ,  t h e  C h e m ic a l  M o d e l
c a n  b e  u s e d  i n  c o n j u n c t i o n  w i t h  t h e  P r i m i t i v e  M o d e l  f o r  t h e  i o n s .
T h e  N e w  M o d e l  i s  b y  d e f i n i t i o n  a  C h e m ic a l  M o d e l  ( s e e  P a r t  1 )  ,  t h e  c o n c e p t  o f
i o n - a s s o c i a t i o n  b e i n g  i n c l u d e d  i n  t h e  i n i t i a l  m o d e l .  O p p o s i t e l y  c h a r g e d  i -  a n d  j - i o n s
f o r  w h i c h  r . ,  < R ,  a r e  d e f i n e d  a s  p a i r e d  ( p r o v i d e d  t h a t  u n i q u e  p a r t n e r s  c a n  b e31
s t a t i s t i c a l l y  d e f i n e d ) . T h i s  i - j  i o n - p a i r  i s  t h e n  c o u n t e d  a s  a  n e w  s p e c i e s ,  w h i c h  m a y  
b e  c h a r g e d  o r  u n c h a r g e d .  R h a s  p r e v i o u s l y  b e e n  d e f i n e d  a s  t h e  d i s t a n c e  f r o m  t h e  c e n t r a l  
i o n ,  o u t s i d e  w h i c h  t h e  c o n t i n u u m  m o d e l  o f  t h e  s o l u t i o n  c a n  b e  a p p l i e d ,  a n d  i n s i d e  w h i c h  
s h o r t  r a n g e  i n t e r a c t i o n s  ( i o n - i o n  a n d  i o n - s o l v e n t )  b e c o m e  s i g n i f i c a n t .
W i t h  t h e  N e w  M o d e l  t h e  m e c h a n is m  o f  i o n - i o n  e n c o u n t e r s  p r e s e n t s  n o  d i f f i c u l t y ,  s i n c e  
w i t h i n  r  =  R i o n s  a n d  s o l v e n t  m o l e c u l e s  a r e  c o n s i d e r e d  a s  d i s c r e t e  e n t i t i e s  o f  f i n i t e
s i z e .  A s  w i t h  t h e  P r i m l t i v e ' M p d e l , w e  m u s t  a g a i n  r e m o v e  t h o s e  t e r m s  c o n t a i n i n g  I<
k(2>.
(1) a n d
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T h e  v a r i o u s  R e l a x a t i o n  a n d  E l e c t r o p h o r e t i c  t e r m s  a r e  n o w  c o l l e c t e d  t o g e t h e r  a n d  
t h e  f i n a l  c o n d u c t a n c e  e q u a t i o n s  f o r  b o t h  m o d e ls  o b t a i n e d .
W e h a v e  s e e n  a b o v e  ( 2 )  t h a t  t h e  a v e r a g e  ' d r i f t *  v e l o c i t y  o f  a  j - i o n  i s  g i v e n  b y :
u, = u. + u.„ + u. ( i n  cm  s e c " " 1 )3 3s 3* J©
THE CONDUCTANCE EQUATIONS
a n d  b y  d e f i n i t i o n
X j  =  F  U j  w h e r e  U j  =  f y j | / X  ( I I I . 1 1 4 )
t h u s
t l i  2 — X — XX j  =  t h e  e q u i v a l e n t  c o n d u c t a n c e  o f  t h e  j  s p e c i e s  (c m  o h m  e q u i v  )
4 - 1F  =  F a r a d a y s  c o n s t a n t  (F  =  9 . 6 4 8 6 7  x  1 0  a b s . c o u l . e q u i v  )
t i lu .  =  m o b i l i t y  o f  t h e  j  s p e c i e s  u n d e r  t h e  f o r c e  e x e r t e d  b y  a  u n i t  f i e l d
3 -1 2 - 1  -1o f  1  v o l t  cm  ( u n i t s :  cm  s e c  v o l t  )
X .  =  F | u j s  +  U . R  +  U j e | / X  ( I I I . 1 1 5 )
N o w  IU  j  s  I =  X e b j l t O j  a n d  | u j R | =  A X j C | C j  1 ( I I I . 1 1 6 )
w h e r e
e j  =  c h a r g e  o n  a  j - i o n } i n  e s u ,
uj j  =  a b s o l u t e  m o b i l i t y  o f  a  j - i o n  a t  i n f i n i t e  d i l u t i o n  (c m  s e c  1 d y n e s  1 ) 
a n d  C =  a  c o n v e r s i o n  f a c t o r  ( v o l t s  -> e s u . )  e =  1 / 2 9 9 . 7 9 2 5 .
t h e r e f o r e
X .  =  F c  I e  . I to . ( 1  +  A X . / X )  +  F c  U . | e . | / X e  . ( I I I . 1 1 7 )
J J J  J  J c  J J
a n d  s i n c e  t h e  l i m i t i n g  e q u i v a l e n t  c o n d u c t a n c e  i s  g i v e n  b y  X ?  =  F c  | e ^  | o> j  
t h e n
X . =  X ? ( l  +  A X . / X )  +  X e l . ( I I I . 1 1 8 )
3 3 3 3
w h e r e
X e l . =  F e u . I e . I / X e .
3 3 e '  3 1 3
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for both models
“ j \  ' Axj°'n) + \ AXj2'n) + AXj15
n  =  1
a n d  a l l  o f  t h e s e  t e r m s  h a v e  b e e n  d e f i n e d  a b o v e  a n d  i n  P a r t  I I . ,
(III. 119)’
A t  t h i s  s t a g e  i t  i s  u s e f u l  t o  d e f i n e  s o m e  n e w  f u n c t i o n s ;
l e t
r f  "
y z . f a  -  v - i 1
<“ i + “ j>
( I I I . 1 2 0 )
a n d  l e t
(1)
( 3 )  _
"j
r f
( 5 )
1=
s
5 . . ( z  . +  z  . )  
3 i  i  3
5ji/zi
(2)
( 4 )  _
n:3
(6) ( I I I . 1 2 1 )
a l s o  l e t n =
1=1
t  =  F c e / 3 i r n
a n d e = \  ui Z i ( I I I . 3 2 2 )  
( I I I . 1 2 3 )
A s s e m b l i n g  a n d  r e a r r a n g i n g  a l l  o f  t h e  r e l a x a t i o n  a n d  e l e c t r o p h o r e t i c  t e r m s  w e  f i n a l l y  
o b t a i n
f o r  t h e  N e w  M o d e l
s  s
\ .  =  A ° { 1  +  2 j  y >  t v X P ( A P ( t )  ( P k )  +  B P ( t )  ( 3 x ) 2 +  CP ( t ) ( g K ) 3 ) }
p =2 v = l
[ z . | (kt) n , m  ?
1~~—  { i  + v r '  (t) (bk) + vnr '  (t) (bk)z }
(1 +  t )  3 3
( I I I . 124)
w h e r e  t  =  k R a n d
C * ( t )v n (4) c_ (t)v  7 , p
( I I I . 1 2 5 )
Bp(t) = { n[1) c .  ft) + n } £ )  ( c 0 (t) + c „  (t) -Y + nrt' c ,  (t) + Gp(t) } ( m , i 2 6 )(2) ( 3 )v  4 , p  v  2 , p 5 , p v  3 ,  p
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(1 + (1+qj?) t /2)
C ( t ) = ------- ---------- c  p  ■ - -  l  2 ( I I I . 1 2 7 )
1 ' p  3 ( 1 + q * )  ( 1 + t )  ( l + q J t + q p t V 2 )
( T r {  ( 2 + q p ) t }  +  h )
6 ( 1 + t ) 2 ( l + q \ + q ~ t ? / 2 )  ( I I I . 1 2 8 )
P  P
Jl I n  ( 3 /  ( 2 + q * ) )
° 3 ' p ( t )  6 ( 1 + t ) 2 ( 1 - q  ) ( 1 + q j j t + q  t 2/ 2 )  ( I I I . 1 2 9 )
Ir Ir Ir
Jl2........................  A JL O  (1+<3tD)
C ,  ( t )  =  -  ------------------ 2~~-------r — -------- r ~  {  I n  ( 3 /  ( 2 + q i )  ) +  A-------------- + —  }
4 ' p  2 4  ( 1 + t )  ( 1 + q ’ t + q  t  / 2 )  ( 1 - q  ) P  3 ( 2 + q J )  ( I I I .  1 3 0 )
P P  P  P
c ( t )  = -  ------------------- T—  5—  E { "  qo/2  + qD (1_qD) t / 2  } / q o “
5 ' P  1 2 ( 1+ t ) ( 1 + q ^ t + q  t  / 2 ) p  p  , p  p  P  v
p  P  ( 1 - q  ) . T r {  ( l + q j ) t } / q  - q  ( l + t + t 7 2 )  . T r { q Z t >
For the New Models
V  -p' p^ "p Jp
+  ( 1 + q ^ t )  . T r { t } / q
P P ( I I I . 1 3 1 )
( 3 + q ^ ) . i T r {  ( 3 + q ^ . ) t >
C ( t )  «  _  -------------£ _ _ ( I I I . 1 3 2 )
/ f P  1 8  ( 1 + t )  ( 1 + q ^ t + q  t  / 2 )P P
GP ( t )  =  ( 1 / 1 2 )  ~ ~  -  ^  ( t a x a Z f f ) (u)i X v  "  V i ^  C 6, p , £ ( t )  ( I I I . 1 3 2 )
1=1  i  V
( s e e  b e lo w  2 . 7 2 )
ca 0 (t) = ------------—r 5 C (qp+qJ ( q ^ ^ ^ o / q ^
6 ' p ' *  {  ( 1+ t )  ( l + q  t + q  t  / 2 ) ^  P P  *  £ p  Jl p  £
. ( l + q J t + q / / 2 )  )  '  d + ^ « 5 t t 2/ 2 ) ( 1 - q 2 ) . T r (  < f t ) t } / q p  +  ( l + q J t + q t t 2/ 2 )
:  ( l + q ^ t )  . T r ( t ) / q p  +  ( q 2- q 2 ) ( l + t + t 2/ 2 ) T r {  ( q ' l + q ^ t l / q ^  
+  ( l + t + t 2/ 2 ) { q 2 ( l - q & ) ( l + q J t + q a t 2/ 2) -  q 2 ( 1 + q ^ t ) }
P  A P. T r { q ^ t } / q Aq  ]  ( I I I . 1 3 3 )
v j 15 =  -  z j  t vxp {  z „ C Q „ ( t ) / 2  -  (04n (6)C1 „ ( t )  }j  j  /  , H  /  , v Av  v  8, p  j  v  l , p
p =2 v = l
-  h \  z . Q ' {  +  i n  ( 2 / 3 )  }  -  D 2/6  | ( 1 + t )  ( I I I  1 3 4 }
3 ( 1 + t /
w here  o h  h
(1  “  q  ) ■ . ( 1  c l ) ■ , T r { . ( l + q J ) t >  ( 3 + q  ) . ( l - q  )
CR r,(t) = { Tr{t} + ~----------------------- + — eT— ™
8 ' P  2q p  2q p  ( l + q £ t + q p t V 2 ) 6 q *
-  (8 ( 2 - q p ) -  5 q J  -  3 q 3 / 2 ) t / 2 4  }  ( h i . 1 3 5 )
m  . z 2 0  T r { . 3 t >
V  =  -   3----- ---------- -------  ( I I I . 1 3 6 )
3 2 ( 1 + t /
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For the Primitive model
=  X ° { 1  +  z .  Q X ?  /  V P ( Ap ( y )  ( 8 k )  + Bp ( y )  ( 8 k ) 2 +  Cp ( y )  ( 8 k ) 3 }
p=2 1 v= l
| .Z . | . ( K X )  » .  » ( p \  2
-  ------- 3— — —  { 1  + V j  ( y )  ( 8 k )  +  V j  ( y )  ( 8 k )  }
( l  +  y ) (III.138)
w h e r e  y  =  K a } A p  ( y )  , B p ( y )  a n d  C p ( y )  a r e  a s  d e f i n e d  a b o v e  f o r  t h e  N e w  M o d e l .
C2,p<y > ■
C3 , p (y) ‘
C 4 , p < y )  =
3 (l+qh (l+y) (1+q//)P P
T r {  ( 2 + q S y }
—..............................   P r. ■ -
6 (1+y) 2 (1+qft)
P
n  l n { 3 / ( 2 + q p ) }
6 (l+y) Y l-q ) (l+q^ y)lr P
2 4  ( l + y ) 2 ( l + q ' M  
P
—   l n ( 3 / ( 2 + q j * ) )  +
( l ~ q _ )  P
<1+qp)
( I I I . 1 3 9 )
( I I I . 1 4 0 )
( I I I . 1 4 1 )
( I I I . 1 4 2 )
C ,  ( y )  =  -   1  l  [  ( q  “ U / q j f  ** U- f a )  . T r {  ( l + g ^ ) y } / q  -  q  ( l + y )  . T r { q ^ y }
5 ' p  12 ( l + y )  ( l + q p y )  ^ p p  p  P P P  P
+  ( l + q * y )  . T r { y } / q  ]  ( I I I . 1 4 3 )
P  P
( 3 + q ^ ) . T r {  ( 3 + q ^ ) y >
C (y)  -------- ^ ( H I *  144)
7 ' p  1 8 ( l + y )  ( 1 + q ^ y )P
Gp ( y )  a s  f o r  t h e  N e w  M o d e l .
C n (y) = — — fa -r -— —C— C to(qj+q ) (1 -qJ) - q (i-qA)y>/qJqp - U+q|y)6'p' £ { (l+y) (l+qjy) (l+qjy) * p p p
.Tr{ d+q^ )y> d-q2)/qp + (q2-qp* d+y) -Tr{ <q|+qp)y}/q^q]
+ d + q p y )  d + q j y )  * T r { y } / q p  +  ( i + y ) {
+  ( q p ( l - q £ ) q j  -  q * q * ) y  } . T r { q ^ y } / q p q a ]
( I I I . 1 4 5 )
v f 1 * a n d  v f 2 * a s  f o r  t h e  N e w  M o d e l .  
3 . 3
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C8 , p ( * >  =  {  '
(l - q )
- E -  T r { y }  +
(1 - q2) Tr{ (l+gp)y) (12
2 2 q. Tl+q^ y”)
~ 9 p )  ( i
2 4  q
( 1 3 ( 1  -  q p ) -  2q * ( l  -  q p ) } y  
2 4
(III.146)
B o t h  ( 1 2 4 )  a n d  ( 1 3 8 )  a r e  b a s e d  o n  t h e  C h e m ic a l  M o d e l  f o r  t h e  s o l u t i o n .
T h e  t e r m s  n e c e s s a r y  f o r  t h e  e v a l u a t i o n  o f  t h e s e  e x p r e s s i o n s  a r e  a l l  d e f i n e d  i n  P a r t  I I
(X ?  a n d  q  i n  ( S .  4 9 ) ,  u .  i n  ( X . 7 4 )  a n d  t .  i n  ( 1 . 4 4 )  ) .  A l l  a r e  f u n c t i o n s  o f ;J P 1
e ^  ( i  =  1  s )  w h e r e  e ^  =  z ^ e  ( e  =  c h a r g e  o n  a n  e l e c t r o n  i n  e s u . )
n ^  ( . . . . . . )  t h e  f r e e  i o n  c o n c e n t r a t i o n  o f  i - i o n s  ( i o n s / c c )
a n d  ( ......................... ) t h e  a b s o l u t e  m o b i l i t y  o f  a n  i o n  o f  t h e  i  s p e c i e s  a t  i n f i n i t e
d i l u t i o n  ( to j =  X ?  / F ^  j e ^ | )
K 2 =  ( 4 i r / D k T )  ^  ' n i e i  a n d  8 =  e 2 / D lcT ( I I I .  1 4 7 )
r  i s  d e f i n e d  i n  e q u a t i o n  ( 1 2 3 ) .
C O N D U C T IV IT Y  OF E L E C T R O L Y T E ' S O L U T IO N S
We h a v e  i n  ( 1 2 4 )  a n d  ( 1 3 8 )  e x p r e s s i o n s  f o r  t h e  s i n g l e  i o n  e q u i v a l e n t  c o n d u c t a n c e  
o f  a n  i o n  o f  t h e  s p e c i e s ,  i n  a  s o l u t i o n  c o n t a i n i n g  a  t o t a l  o f  s  i o n i c  s p e c i e s .
I n  c o n d u c t a n c e  m e a s u r e m e n t s , t h e  e x p e r i m e n t a l l y  d e t e r m i n e d  q u a n t i t y  i s  t h e  s p e c i f i c  
c o n d u c t a n c e  ( c  ) o f  t h e  s o l u t i o n  ( u n i t s :  o h m  'r tm  3 ) . I t  i s  r e a d i l y  s h o w n  t h a t :
s
1000° = ^ , l z i l mi Xi  ( I I I . 148)
i = l
th .w h e r e  nm i s  t h e  m o l a r  f r e e  i o n  c o n c e n t r a t i o n  o f  i o n s  o f  t h e  i  s p e c i e s ,  a n d  X ^  i s  
g i v e n  b y  e q u a t i o n  ( 1 2 4 )  o r  ( 1 3 8 ) ,
ra^  =  1 0 0 0  r t / NA  ^Na  =  A v ° 9 a d r o ' s  n u m b e r )  ( I I I .  1 4 9 )
( 1 )  S o l u t i o n s  c o n t a i n i n g  a  s i n g l e  e l e c t r o l y t e
B y  d e f i n i t i o n  1 0 0 0 °  =  m Am o l a r  =  c  A e q u i v >  ( I I I . 1 5 0 )
w h e r e  m a n d  c  a r e  r e s p e c t i v e l y  t h e  m o l a r  a n d  e q u i v a l e n t  s t o i c h i o m e t r i c  c o n c e n t r a t i o n s  
o f  t h e  e l e c t r o l y t e - ®
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I n  t e r m s  o f  e q u i v a l e n t  c o n d u c t a n c e ;
s
A e q u i v .  “   | X± / C  ( I I I . 1 5 1 )
i = l
( a )  F o r  U n a s s o c i a t e d  s a l t s
m ^  f o r  e a c h  o f  t h e  s p e c i e s  p r e s e n t  i s  k n o w n  d i r e c t l y  f r o m  c .
( b )  F o r  A s s o c i a t e d  s a l t s
A s  d i s c u s s e d  a b o v e  n u  c a n  b e  o b t a i n e d  f r o m  t h e  ( x + 2 )  s i m u l t a n e o u s  e q u a t i o n s  
( w h e r e  x  =  t h e  n u m b e r  o f  a s s o c i a t i o n  e q u i l i b r i a  i n v o l v e d )  a r i s i n g  f r o m  t h e  e q u a t i o n s  
o f  m a s s - a c t i o n ,  m a s s  b a l a n c e  a n d  e l e c t r o n e u t r a l i t y ,  h e n c e
m . =  f  ( < , . . . .  , K ? , c )  
i  A  A '  ( I I I . 1 5 2 )
w e  t h u s  o b t a i n ,  u s i n g  e i t h e r  t h e  N e w  o r  P r i m i t i v e  M o d e l ,  a  f i n a l  e x p r e s s i o n  f o r  A u ^ v  
o f  t h e  f o r m :
A e q u i v .  =  f ( K k , . . . . , K ^ , C , d , X ° , . . . . ( X ° )  ( I I I . 1 5 3 )
T h e  u s e  o f  e x p r e s s i o n s  o f  t h i s  t y p e  i n  ' l e a s t  s q u a r e s '  c u r v e  f i t t i n g  p r o c e d u r e s  t o  
d e t e r m i n e  K ^ , . . . . ,K A , A ° , . . , , X °  a n d  d  ( d  =  R f o r  N e w  M o d e l  a n d  a  f o r  P r i m i t i v e  M o d e l )  
f r o m  e x p e r i m e n t a l  c o n d u c t a n c e  d a t a  i s  d e s c r i b e d  i n  P a r t  V I .
( 2 )  S o l u t i o n s  c o n t a i n i n g  m ix e d  s t r o n g  e l e c t r o l y t e s
C o n s i d e r  a  s o l u t i o n  c o n t a i n i n g  a  m i x t u r e  o f  k  s a l t s ,  a t  t h e  s t o i c h i o m e t r i c
e q u i v a l e n t  c o n c e n t r a t i o n s  c ^ , c 2 , • . • • . / c k * N o w  im  f o r  e a c h  o f  t h e  s p e c i e s  p r e s e n t
w i l l  b e  k n o w n  d i r e c t l y  f r o m  t h e s e  c o n c e n t r a t i o n s .  We n o w  d e f i n e  a  n e w  p a r a m e t e r  L e q U i V 
, w h e r e
k
T.  = 1  n n n r r  /  \  r>
( I I I . 1 5 4 )L e q u i v . =  1000a /
n = l
t h u s s
L e q u i v .
i = l
l » i l  ]
a n d L e q u i v .
H Hi >-
 
H 
O
• • • / x
>  n  ( I I I . 1 5 5 )
TYi
• • • ' ° k *  ( I I I . 1 5 6 )
u s i n g  ( 1 2 4 )  o r  ( 1 3 8 )  w i t h  ( 1 5 5 )  i n  a  c u r v e  f i t t i n g  p r o c e d u r e ,  a n d  d  c a n
t h e r e f o r e  b e  o b t a i n e d  f r o m  e x p e r i m e n t a l  d a t a .
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c o n s i d e r a b l e  s i m p l i f i c a t i o n s  c a n  b e  m a d e  t o  t h e  a b o v e  e x p r e s s i o n s .
s  =  2 , a n d  "  z2 t h u s  e i  ~  “  e 2 *
L e t  | z  | =  j z ^ l  =  | z 2 | a n d  n  =  n b  =  n 2 w h e r e  n  =  rtQ  1 S Q /1 0 0 0  ( I I I .  1 5 7 )
a n d  mx  =  t h e  m o l a r  f r e e  i o n  c o n c e n t r a t i o n  o f  e a c h  s p e c i e s .
S i n c e  s  =  2 ,  t h e n  i n  t h e  s u m m a t io n s  o f  ( 1 2 4 )  a n d  ( 1 3 8 )  p  =  A =  2 o n l y ,
h e n c e  l e t  x 4 =  X a a n d  q o  =  q  •
J J r
I f  =  | z | e  a n d  t h u s  e 2 = - | z | e  t h e n  X y  “  1  a n d  x 2 =  - 1  '
f o r  s y m m e t r i c a l  s a l t s  q  =  h , u ^ = u 2 = %  a n d  +  t 2 =  1  ,  u s i n g  t h e s e  r e l a t i o n s h i p s  
,  a n d  l e t t i n g  A =  X ^  +  X 2 w e  o b t a i n ;
f o r  t h e  N e w  M o d e l
A =  A o ( l  +  C jQ k R M s k )  +  C 2 ( k R ) ( e k ) 2 +  C 3 ( k R ) ( e k )3 )
( P K ) '  r,
-     (1  +  C 4 ( k R ) ( e k )  +  C 5 ( k R ) ( e ic )  +  k R / 1 2  ) ( I I I . 1 5 8 )
SYMMETRICAL ELECTROLYTES
For the 'special case' of solutions containing a single symmetrical electrolyte
( 1 + k R )
q  a
where: e = |z| -8 , p = }z |t
C = (1 ~ 1//2)(1 + (1+1//2)t/2)
1  3 (1 + t)(l+t//2+t2/4) ( I I I . 159)
C ( 2 ( T r {  ( 2+1//2) t> +  1/2) +  Hl (t) J
N  H  +  t )  f l + t / / 2 + t 2 / 4 )  f a2 24  ( 1 + t )  ( l + t / / 2 + t 2/ 4 )  ^  (1   t )  ( l t / / t i / )
H ^ t )  =  ( -  1 . 9 1 4 2 1 3 5 6  -  1 . 3 5 3 5 5 t  -  0 . 1 9 8 t 2 -  3 ( l + t / / 2 + t 2/ 4 ) . T r { ( 1 + 1 / / 2 ) t }
+  4 ( l + t / / 2 + t 2/ 4 )  < l + t / / 2 ) . T r { t } -  ( l + t + t 2/ 2 )  ( l + t / / 2 )  . T r { t / / 2 }  ) ( m . i e o )
C =  ( 3 + 1 / / 2 )  t >  ^  T r { 3 t } '  ( I I I . 1 6 1 )
J 3 6  ( 1 + t ) J ( l + t / / 2 + t ^ / 4 )  2 ( 1 + t ) 2
C =  -  ( H ( t ) / 2  + ------- ----------- ( Y J — L l +_y Z 2 I ,t / 2 )  ----------  ) ( i l l . 1 6 2 )
4 6 ( 1 + t ) ( l + t / / 2+ t  / 4 ) ( 1 + 1 / / 2 )
H 0 ( t )  =  ( -  T r { t } / 2  +  l i 2 £ l J l + I Z 7 2 ) t l  +  0 . 4 3 6 8 8 6  -  0 . 3 0 8 5 t  ) ( I I I , 1 6 3 )
4 4 ( l + t / / 2 + t  / 4 )
h e r e :  t  =  k R
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I 12 2 _ 8tr N e2|z|2 c i iz e 2 A 1 1 , F_te ze =  _ J _ J   k  =  ------------------------------------------------- a n d  p =  — * — J—1 ( I I I .  1 6 4 )
DkT 1000 DkT 3Trn
w h e r e  . t  «  1 / 2 9 9 . 7 9 2 5
T o  a i d  i n c o r p o r a t i o n  o f  ( 1 5 8 )  i n t o  c o m p u t e r  p r o g r a m m e s  A p p e n d ix  5L g i v e s  t h i s  e x p r e s s i o n  
w i t h  t h e  c o n s t a n t s  e t c .  e v a l u a t e d .
F o r  t h e  P r i m i t i v e  M o d e l :
A = Ao ( 1 + C1 (y)eK + C2 (y ) (e K ) 2 + C3 (y ) (e K ) 3 )
-  —  ( 1  +  C . ( y ) e « c  +  C _ ( y )  ( e x )2 ) ( I I I . 1 6 5 )
(l+y) 4 5
w h e r e :  y  =  K a
C =  -  -3J— 11/21 „  ( I I I . 1 6 6 )
1 3 ( l + y )  ( l + y / / 2 )
C f  + H {yrt
k (l + y) 1 J2 4  ( l + y )  ( l + y / / 2 )  *- 11 j. , . \  1  I ( I I I . 1 6 7 )
H x ( y )  =  ( - 1 . 4 1 4 2 1 3 5 6  -  3 . T r { ( l + l / / 2 ) y >  +  4 ( l + y / / 2 ) . T r { y }  -  ( l + y ) , T r { y / / 2 >  )
( I I I . 1 6 8 )
r  = (3 +  1 / / 2 ) .Tr{(3+T//2)V> r = ' ' T r { 3 y }
3 3 6  ( l + y ) 3 ( l + y / / 2 )  5 2 ( l + y ) 2 ( I I I .  1 6 9 )
C .  =  -  ( H ( y ) / 2  +  -----------------— i   ---------------------   ) ( I I I . 1 7 0 )
6 ( l + y ) ( l + y / / 2 ) ( 1 + 1 / / 2 )
H 2 ( y )  =  ( -  T r { y } / 2  +  } --------  +  0 t 2 3 2 1 2 0  -  0 . 2 4 1 3 7 y  ) ( I I I  1 7 1 )
4 (1  +  y / / 2 )
I n  a l l  o f  t h e  a b o v e  e x p r e s s i o n s
T r { x >  =  e X (-0.577215665 - ln(x) +  x - x2/2.2! + x3/3.3! - x4/4.4J + ...,)(172)
e ,  k  a n d  p h a v e  b e e n  d e f i n e d  a b o v e .
F r o m  ( 1 5 0 )  a n d  ( 1 5 1 )  w e  h a v e  f o r  t h e  s y m m e t r i c a l  e l e c t r o l y t e  c a s e ;
A e q u i v  =  x  A w h e r e  y  =  ro x / 10 a n ^  A i s  g i v e n  b y  ( 1 5 8 )
or (165),
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Plot of  A X / X  (full r e l a x a t i o n  term) against d (the d i s tance pa ra mete r) 
at c - 1 x 10 M for a 1:1 salt in water 25°C,
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S i n c e  mx  =  f ( K A , c ) ,  A e q u i v .  =  f ( KA »d ' A ° )  ( I I I . 1 7 3 )
T h e  u s e  o f  (173) i n  c u r v e  f i t t i n g  p r o c e d u r e s  t o  d e t e r m i n e  K ^ ,  d  a n d  Ao i s  
d i s c u s s e d  i n  P a r t  V I .
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SECTION 5 EXAMINATION OF THE ORDER IN gtc OF TERMS RETAINED IN
COND U CTAN CE E Q U A T IO N .
A l l  c o n d u c t a n c e  e q u a t i o n s  c a n  b e  w r i t t e n  a s  a  ' v i r i a l '  t y p e  e x p a n s io n  i n  
t e r m s  o f  t h e  d i m e n s i o n l e s s  p la s m a  p a r a m e t e r  ( 8 k ) ,
A =  A o  ( 1  +  v b ( K d ) ^ 6 / < )  +  v 2 ( K d ) ( 8 i c ) 2  +  v 3 ( K d ) ( 8 K ) 3 +    )
( 1 1 1 . 1 7 4 )
I I
w h e r e  v p ( K d )  =  k p (K d )  +  ft  k p (K d )  ( f t  =  -  p /(A o 8 )  a n d  k p  a n d  k p  a r e  c o n s t a n t s )
( 1 1 1 . 175)
T h e  v i r i a l  c o e f f i c i e n t s  v p  r e p r e s e n t  i n t e r a c t i o n s  b e t w e e n  t h e  i o n s .
8 k  i s  t h e  n a t u r a l  p a r a m e t e r  i n  w h i c h  t o  e x p r e s s  a n y  e l e c t r o l y t e  t r a n s p o r t  e q u a t i o n  
b e i n g  t h e  o r d e r  o f  m a g n i t u d e  o f  t h e  r a t i o  o f  t h e  e l e c t r o s t a t i c  t o  t h e r m a l  e n e r g y ,  
s i n c e
e  e . K  - K r
e . t y .  / k T  = ------- --------J — ----------  w h e r e  K r  =  0 ( 1 )  ( I I I .  1 7 6 )
1  J D k T  K r
T h e  o t h e r  d i m e n s i o n l e s s  p a r a m e t e r  w h i c h  a r i s e s  n a t u r a l l y  i n  a n y  c o n s i d e r a t i o n  
o f  i o n - i o n  i n t e r a c t i o n s  i s  K d  ( w h e r e  d  =  a  f o r  t h e  PM a n d  R f o r  t h e  NM ) r e p r e s e n t i n g  
t h e  r a t i o  o f  t h e  d i s t a n c e  p a r a m e t e r  ( d )  t o  t h e  D e b y e  l e n g t h  ( 1 / k ) .
K d  =  — —  ( I I I . 1 7 7 )
(1/K)
We n o w  c o n s i d e r  t h e  t e r m s  w e  h a v e  r e t a i n e d ,  a n d  t h o s e  w e  h a v e  n e g l e c t e d  i n  o b t a i n i n g
e q u a t i o n s  ( 1 2 4 ) ,  ( 1 3 8 ) ,  ( 1 5 8 )  a n d  ( 1 6 5 ) ,
F o r  S y m m e t r i c a l  E l e c t r o l y t e s  ( C h e m ic a l  M o d e ls )
I n  T a b l e  1  t h e  o r d e r  ( i n  8 k ) o f  e a c h  t e r m  i n  t h e  r e l a x a t i o n  f i e l d  a n d  i n  t h e  
e l e c t r o p h o r e t i c  v e l o c i t y  i s  g i v e n .  I f  w e  c o n s i d e r  e a c h  o f  t h e  v i r i a l  c o e f f i c i e n t s ;
v ,  (Kd) c o n ta in s  th e  term s A X ^ ' 1 * and A°, ( 0 , 1 )1 e l
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v 2 ( < d )  t h e  t e r m s  A X ( 0 ' 2 ) , A X ( 1 , 1 ) ,  A X ( 2 ' 0 , 1 )  a n d  A ^ O , ! )  a n d
V . ( d )  t h e  t e r m s  A X ( ° ' 5 ) ,  A X ( 1 ' 2 ) ,  A X ( 2 ' 0 , 2 ) , A X { 2 , 2 ) , A °  ( 0 , 5 ) ,  a '  ( 0 , 2 )J ei 6ii
a n d  A . ( 2 , 0 , 1 ) ,  e l
A ll components of and v2 are therefore known functions of Kd.
T A B L E  1 :  O r d e r  o f  e a c h  t e r m  i n  t h e  R e l a x a t i o n  f i e l d  a n d  t h e  E l e c t r o p h o r e t i c  v e l o c i t y .
(2)
(3)
(4)
KEIAXATIGN FgXD TERMS
external fie ld  terms hydrodynamic terms local f ie ld  terms
(^0,1) fix(0'3S,4) 6X(0,5) 6X(1,1> AX(lfZ) (2,0,1) ^ (2,0,2) (^2,1,1) (^2,1,1) (^2,2)
(1) 6k (6k) 2 (BO2 (BO3 (BO2 (BO3 (BO2 (BO3 (BO3 (BO4 (BO3
(2) Y  c ln (o ) c c3/2ln(c) c c3/2ln(c) c ln(c) c3/2ln(c) c3/2 c2ln(c) c3/2ln(c)
(3) + + -  + + +
(4) + + + + +
LLSCTROPro^ETIC TERMS
external f ie ld  terms asynmetric terms
Ae l (0,1) Ae l (° '2> A°l(0*,3&4) A f t .  5) A f t , l )  A f t ,  2) Af t + >  Ae l (1' 2) Ae1 (2'° '1) Ael (2' ° ' 2>
(1)  Bk ( 60 (BO2 (BO3 (BO2 (Bk) 3 (Bk)3 (Bk) 4 (Bk) (60
J  c c c3/2ln(c) c ln(c) c3/2ln(c) c3/2ln(c) c2ln(c) c3/2ln(c) c2ln(c)
N o t e ? s e e  P a r t  V  s e c t i o n  6 f o r  f u r t h e r  d e t a i l s  o f  t h e  n o m e n c l a t u r e  u s e d  i n  t h i s  T a b l e
( 1 )  g i v e s  t h e  l o w e s t  o r d e r  o f  t h e  t e r m  i n  t h e  p la s m a  p a r a m e t e r  B k .
( 2 ) g i v e s  t h e  l o w e s t  o r d e r  o f  t h e  t e r m  i n  c o n c e n t r a t i o n .
( 3 )  t e r m s  i n c l u d e d “ i n  s y m m e t r i c a l  e l ,  e q u a t i o n .
( 4 )  t e r m s  i n c l u d e d  i n  u n s y m m e t r i c a l  e l .  e q u a t i o n .
*  t e r m  v a n i s h e s  f o r  s y m m e t r i c a l  e l e c t r o l y t e  c a s e .
9 8
T h e  m a in  R e l a x a t i o n  f i e l d  t e r m s  a r e  p l o t t e d  i n  F i g s  2 2  ( a & b )  a n d  2 3  (a & b )  
f o r  b o t h  t h e  N e w  a n d  t h e  P r i m i t i v e  M o d e ls .  I t  c a n  b e  s e e n  t h a t  e v e n  i n  s o l u t i o n s  
o f  l o w  d i e l e c t r i c  c o n s t a n t ,  t h e  e x t e r n a l  f i e l d  t e r m s  A X ^ 0 ' 1 * ,  A X ^ 0 , 2 * a n d  A X ^ 0 , S * 
a r e  m u c h  l a r g e r  t h a n  t h e  r e m a i n i n g  t e r m s .  S i n c e  A X ^ 0 ' 5 * i s  l a r g e r  t h a n  e v e n  t h e
F I G .  2 2
(a) (b)
l e a d i n g  h y d r o d y n a m ic  o r  l o c a l  f i e l d  t e r m s ,  i t s  o m i s s i o n  f r o m  t h e  f i n a l  c o n d u c t a n c e  
e q u a t i o n  s e e m s  u n j u s t i f i e d ,  a n d  t h e  s a m e  a r g u m e n t  a p p l i e s  t o  t h e  e l e c t r o p h o r e t i c  
t e r m  A 0, ( 0 , 5 ) .  B e s id e s  t h e  v i r i a l  c o e f f i c i e n t s  v .  a n d  v „ , w e  t h e r e f o r e  a l s o  
i n c l u d e  t h e  l e a d i n g  e x t e r n a l  f i e l d  t e r m s  i n  v ^ ,  i n  t h e  PM a n d  NM e q u a t i o n s .  I n c l u s i o n  
o f  t h e s e  t e r m s  g r e a t l y  im p r o v e s  t h e  f i t  o f  t h e  t h e o r e t i c a l  e q u a t i o n  t o  t h e  e x p e r i m e n t a l  
d a t a  ( s e e  P a r t  V I I I ) , a n d  r e m o v e s  a  t e n d e n c y  f o r  s y s t e m a t i c  d e v i a t i o n s  w h i c h  i s
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e v i d e n t  w h e n  t h e s e  t e r m s  a r e  o m i t t e d .
F o r  U n s y m m e t r i c a l  E l e c t r o l y t e s
F r o m  T a b l e  1  w e  s e e  t h a t  f o r  u n s y m m e t r i c a l  e l e c t r o l y t e s  t h e  v i r i a l  c o e f f i c i e n t s  
a r e  n o w  a s  f o l l o w s
i n  v .  (K d )  w e  h a v e  A X ^ ' 3^  a n d  A °  ( 0 , 1 ) ,1 ei.
i n  v 2 (K d )  A X ( 0 ' 2 ) , A X ( 0 ' 3 & 4 ) ,  A X { 1 , 1 ) ,  A X ( 2 ' 0 , 1 ) ,  K oe l ( 0 , 2 ) r
A ° ,  ( 0 , 3 & 4 )  a n d  A , ( 0 , 1 )  a n de i  , e l
i n  v 3 (K d )  A X ( 0 , 5 ) ,  A X ( 1 ' 2 ) ,  A X ( 2 ' ° ' 2 ) , A X ( 2 ' 2 ) , ^ ( 0 , 5 ) ,  A ° x ( 0 , 2 )
a n d  A ( 2 , 0 , 1 ) .
e
a l l  t e r m s  i n  v ^  a n d  v 2 h a v i n g  b e e n  d e r i v e d  a b o v e .
A  p r o b le m  a r i s e s  i n  t h e  u n s y m m e t r i c a l  e l e c t r o l y t e  c a s e  w i t h  r e g a r d  t o  t h e  
c o e f f i c i e n t  v 3 » I n  e x p a n d in g  t h e  e x p o n e n t i a l  t e r m  f r t  ( 1 1 . 9 8 )  w e  h a v e  o m i t t e d  
t e r m s  b e y o n d  t h e  f i r s t  i n
S . ( x r )  { 1  -  B . . K { e  / K r )  +    }  ( 0 k )
X  J l
3h e n c e  e x p r e s s i o n s  w h i c h  w i l l  g , t v e  r i s e  t o  t e r m s  =  ( 8 k ) i n  t h e  f i n a l  c o n d u c t a n c e
e q u a t i o n  a r e  o m i t t e d  ( f r o m  b o t h  t h e  R e l a x a t i o n  f i e l d  a n d  t h e  E l e c t r o p h o r e t i c  v e l o c i t y )  
S i n c e  t h e s e  f i e l d  t e r m s  i n  ( $ k )  a r e  n e g l e c t e d ,  i t  w o u ld  b e  i n c o n s i s t e n t  t o  i n c l u d e  
t h e  t e r m s  A X ^ ° ' 5  ^ a n d  A ° 1 ( 0 , 5 ) ;  f o r  t h e  u n s y m m e t r i c a l  e l e c t r o l y t e  c a s e  t h e r e f o r e ,  
w e  o n l y  i n c l u d e  t h e  c o e f f i c i e n t s  v ^  a n d  v 2 .
TER M S O M IT T E D  I N  T H E  D E R IV A T IO N  OF T H E  R E L A X A T IO N  F IE L D  E X P R E S S IO N
I n  s o l v i n g  t h e  O n s a g e r  C o n t i n u i t y  E q u a t i o n  w e  h a v e  m a d e  t w o  a p p r o x i m a t i o n s  
w h i c h  m u s t  n o w  b e  d i s c u s s e d .
( 1 )  T h e  R a n d o m  P h a s e  A p p r o x i m a t i o n
I .n  o b t a i n i n g  ( 1 1 . 3 4 )  f r o m  ( 1 1 . 3 3 )  a n d  ( 1 1 . 1 7 )  ( s e e  A p p e n d i x  2 ) ,  w e  h a v e  
a s s u m e d  t h a t  i n  e x p a n d in g
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t h e  t e r m  9j 4 k  m aY  k e  n e g l e c t e d ;  h o w e v e r ,
Q i k  = O(Bk ) 2 ( I I I . 180)
a n d  i t s  i n c l u s i o n  i n  T p  ( s e e  A p p e n d i x  2 e q u n .  A 2 . 1 9 ,  2 3  a n d  3 1 )  w o u ld  l e a d  t o
a  n e w  R e l a x a t i o n  t e r m
AX(n) = 0(8k)2 (III.181)
i n  t h e  f i n a l  c o n d u c t a n c e  e q u a t i o n .
( 2 )  T h e  A s y m p t o t i c  a p p r o x i m a t i o n  u s e d  i n  d e r i v i n g  (v q  -  V j ) . r
We h a v e  s e e n  a b o v e  ( p g . T f f t o )  t h a t  i t  i s  n o t  p o s s i b l e  t o  o b t a i n  a  r i g o r o u s  
e x p r e s s i o n  f o r  t h e  r e l a t i v e  s o l v e n t  v e l o c i t y  ( v i  -  v ^ J . r  ,  o n l y  t h e  a s y m p t o t i c  
e x p r e s s i o n
X k  ( e . -  e . )
( v ,  -  v . ) . r  =   ---------------------------3—  i  ( I I I . 1 8 2 )
3  6 i r n  ( 1 + K d )
b e i n g  o b t a i n a b l e .  T h e  u n k n o w n  p a r t  o f  t h e  s o l v e n t  v e l o c i t y  m a y  l e a d  t o  a  f u r t h e r  
R e l a x a t i o n  f i e l d  t e r m  A X ^ *  w h e r e
A X ( h )  =  O ( 8k ) 2 ( I I I . 1 8 3 )
T h u s  t w o  p o s s i b l e  r e l a x a t i o n  t e r m s  a r e  a b s e n t  f r o m  t h e  s e c o n d  v i r i a l  c o e f f i c i e n t
( v 2 ) . B o t h  o f  t h e s e  t e r m s  m a y  b e  e x p e c t e d  t o  b e  s m a l l  w h e n  c o m p a r e d  w i t h  t h e
r e m a i n i n g  t e r m s  i n  v 2 ,  a n d  t h e  s u c e s s  o f  b o t h  t h e  PM a n d  NM c o n d u c t a n c e  e q u a t i o n s ,
*
e v e n  a t  m o d e r a t e  c o n c e n t r a t i o n s ,  s u p p o r t s  t h i s  a s s u m p t i o n  ; h o w e v e r ,  o m i s s i o n  o f  
t h e s e  t e r m s  m e a n s  t h a t  t h e  s e c o n d  v i r i a l  c o e f f i c i e n t  c a n n o t  b e  c o n s i d e r e d  
c o m p l e t e l y  r i g o r o u s .
* It will' be seen in Part VIII that even at concentrations where 8< A 1.2 (which is far outside 
the limits within which the equation can be considered in any way rigorous) the NM equation gives 
an excellent fit to experimental data for many systans, shows little sign of any systematic 
deviations, and gives values for the parameters Q,Ao and d which are very close to those'obtained 
using a much lower concentration range. The reasons for this surprising result are not clear, but 
it does suggest that the omissions in v^  cannot be serious.
FIG. 23
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PART IV
THE PHYSICAL-PRIMITIVE MODEL EQUATION
THE PHYSICAL-PRIMITIVE MODEL (PPM)
F o r  u n s y m m e t r i c a l  e l e c t r o l y t e s  t h e  PPM le a d s  t o  a n  e q u a t i o n  c o n t a i n i n g  
e x t r e m e l y  c o m p le x  t e r m s  r e q u i r i n g  v e r y  l a r g e  a m o u n ts  o f  c o m p u t e r  t i m e  f o r  t h e i r  
e v a l u a t i o n ;  w e  t h e r e f o r e  r e s t r i c t  t h i s  d i s c u s s i o n  t o  t h e  s y m m e t r i c a l  e l e c t r o l y t e  
c a s e .
We h a v e  s e e n  a b o v e  t h a t  t h r e e  c h a n g e s  a r e  r e q u i r e d  t o  c o n v e r t  t h e  CPM e q u a t i o n  
( I I I . 1 6 5 )  i n t o  a  PPM  e q u a t i o n .
( 1 )  T h e  c o n c e n t r a t i o n  o f  b o t h  c a t i o n s  a n d  a n i o n s  w i l l  n o w  e q u a l  t h e  t o t a l  
s t o i c h i o m e t r i c  c o n c e n t r a t i o n  o f  t h e  s o l u t e ;  t h u s  i n  ( I I I .  1 6 5 )
2K =
8 it e 2 | z  | 2 m
1 0 0 0  D k T
( I V .  1 )
w i t h  m r e p l a c i n g  mx  ( t h e  f r e e  i o n  c o n c e n t r a t i o n ) .
( 2 )  T h e  c o m p le t e  t e r m s  A x j 0 ' 5  ^ a n d  m u s t  n o w  b e  r e t a i n e d  i n  t h e  R e l a x a t i o n  
F i e l d  a n d  E l e c t r o p h o r e t i c  V e l o c i t y .
( 3 )  S in c e  n o  e x p l i c i t  a l l o w a n c e  i s  m a d e  f o r  i o n - a s s o c i a t i o n ,  t h e n  b y  d e f i n i t i o n
Y = (mx/m) = 1 f o r  t h e  P h y s i c a l  m o d e l . ( I V . 2 )
F r o m  ( I I I . 1 0 4 - 1 0 6 ,  1 0 9 - 1 1 1 )  a n d  A p p e n d i x  8 w e  c a n  r e a d i l y  s h o w  t h a t  b y  
e x p a n d in g  t e r m s  o f  t h e  t y p e  {  b . f f ( 1 + y ) } n  i n  T a y l o r  s e r i e s ,  a n d  u s i n g  t h e  r e l a t i o n s h i p s
12 a n d b12 b ( I V . 3 )
w e  o b t a i n
AX ( 0 , 5 ) (e k ) r - E Kl  e  >
<X>
s y  bn
/  . n ( n + 2 ) !
n = l
a n d
+ <<;£)_ (3 + q )  
3 6
1 + T r {  ( 3 + q ) y }  
( 1 + y ) 3 ( 1 + q y )
( I V . 4 )
u?2'5) =3®
K e  .X  __
6irri
(ek)
< b  ( 2n - l )
/  , ( 2n - l )  ( 2n + l ) I  
n-l
( e k )
2
1 + T r  ( 3 y )  
d+y) 3
( I V .  5)
103
S u b s t i t u t i n g  t h e s e  e x p r e s s i o n s  i n t o  t h e  f i n a l  c o n d u c t a n c e  e q u a t i o n ,  a n d  u s i n g
( 2 ) a b o v e  w e  o b t a i n ;
A e q u i v .  =  A o  ^  +  C ^ y ) ^ )  +  ”  e ~ £ <  K b (b ) H e K ) 2 +  C 3 ( y ) ( e i c )3 )
_  „ E ! r t  ( i  +  {  C .  ( y )  +  Q , ( b ) } ( e K ) +  c ' ( y ) ( e K ) 2 )  ( I V .  6)
( l + y )
w h e r e  .  V  I , n  V  < , ( 2 n - l )
K, ( b )  =  f  \ --------— 2 -------- a n d  Q, ( b )  =  >  - 2 ---------------- ( i v . 7 )
P ® /  , n  ( n + 2 )  1 13 /  , ( 2 n - l )  ( 2 n + l )  J
n = l  n = l
C l f  G 2 a n d  G 4 a r e  u n c h a n 9 e d  f r o in  t h e  C h e m i c a l - P r i m i t i v e  M o d e l  e q u a t i o n  ( I I I .  1 6 6 - 7 1 )
i i a
h o w e v e r  C 3 a n d  C g d i f f e r  s l i g h t l y  f r o m  C 3 a n d  C g a n d  a r e  g i v e n  i n  A p p e n d i x  a .
C o m p a r i s o n  o f  t h e  PPM a n d  t h e  CPM e q u a t i o n s
( i )  T h e  PPM  e q u a t i o n .
T h e  PPM e q u a t i o n  ( 6) c a n  b e  e x p a n d e d  i n  t e r m s  o f  t h e  s t o i c h i o m e t r i c  
c o n c e n t r a t i o n  o f  t h e  s o l u t e  ( c ) ,  g i v i n g  a n  e q u a t i o n  o f  t h e  g e n e r a l  f o r m ;
_  llvJ 1 «  r-T f ” )  j -  r\ / K I  I n  J. .T / , r l  n > 3 / 2  J_ ^  ^ 3 / 2 ,
" e q u i v .A . .T = Ao -  S c -5 +  E c  l n ( c )  +  ( J f y Y )  +  Qb ( b ) ) c  +  J 2 { y ) c ~ v *  +  E c ^ ^ l n f c )
A o  e  eK  K, ( b )  c ( I V . 8)
w h e r e
, 4itN e 3
K, ( b )  =      \  — i i   ( I V .  9 )
3 0 0 0   | n  ( n + 2 )  I
n = l
a n d  • 8ttN  ( e 2p )  Y  » b ( 2n - l )
a n a  Q ( b )  =      \  - 2  r  ( I V .  1 0 )
1000 Z   ( 2n ~ l )  ( 2n + l ) .
n = l
£ K * Ii h e  t e r m  (A o  e  K b ( b ) ) i s  c o n s i d e r a b l y  l a r g e r  t h a n  t h e  t e r m  Q ( b )  a n d  i s  
m u c h  m o r e  s e n s i t i v e  t o  t h e  m a g n i t u d e  o f  b .
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(ii) The CPM equation -
Here we allow for the existence of association equilibria of the type
+ kaM + X = MX
w h e r e  _  [m x ]  _  (1 ~  y )
A " [M+] [ x ' ] f 2 " c Y2 <  (XV*1:L)
a n d  s i n c e  A . = y A ( I V . 1 2 )equiv .
A e q u i v .  ~  A o  ~  S (C Y * +  E ( c y ) l n ( c y )  +  J 1 ( y ) ( c y )  +  JQ  ( y )  ( c y )  3//2 +  E  ( c y )  3 , / 2 l n  ( c y )
-  -"A . f 2 ( c y )  K_ ( I V . 1 3 )e q u i v . ± ' A
B o t h  P h y s i c a l  a n d  C h e m ic a l  m o d e ls  r e p r e s e n t  t h e  s a m e  ' r e a l 1 s y s t e m ,  a n d  i n  t h e  
l i m i t  a s  c  a p p r o a c h e s  z e r o  w e  w o u ld  e x p e c t
ACPM = appm j
equiv .  equiv .
C o n s i d e r  a  s y s t e m  w h e r e  I Q  i s  r e a s o n a b l y  l a r g e ,  a n d  c  i s  s m a l l ,  t h e n
( i )  f o r  t h e  P h y s i c a l  M o d e l
Aequ iv .  4  A°  Sc  ^ “  A° ( e " £K) Kb<b > c  ( I V . 15)
t h e  o t h e r  t e r m s  i n  c  b e i n g  m u c h  s m a l l e r  t h a n  t h e  f i n a l  t e r m  i n  ( 1 5 ) .
( i i )  F o r  t h e  C h e m ic a l  M o d e l
2 —pro
a s  c  0  , y  1 a n d  f  ->• e  ( D e b y e - H u c k e l )  t h u s
A <v A o  S c ^  -  A . ( e ~ e K ) K,. c  ( I V .  1 6 )equiv .  equiv .  A
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Tteration of equation (16) gives
Aequiv ^ A°  Sc  ^ “  Ao (e_e,C) Ka  c + ° ( c 3 / 2 > (IV. 17)
t h u s  I Q  i n  t h e  C h e m ic a l  m o d e l  i s  r e p l a c e d  b y  J Q f f i )  i n  t h e  P h y s i c a l  M o d e l
4itN e3
K^ (b )  = ------- ^---------  >  — E---------  (IV. 18)
3 0 0 0   , n  ( n + 2 )  I
n = l
/ jg \
We m a y  c o m p a r e  t h i s  w i t h  t h e  e x p r e s s i o n  f o r  I Q  o b t a i n e d  b y  B j e r r u m
4 ttN  e 3
K, = ------- ^-----------  B (b) (IV. 19)
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w h e r e  B ( b )  =  ( 1 / 6 )  ( e 2 +  E i ( _ 2 )  -  E i ( - b )  -  (e b / b )  ( 1  +  1 / b  +  2 / b 2 ) )
( I V . 2 0 )
a n d  t h a t  d e r i v e d  b y  E i g e n ^ 3 * f r o m  k i n e t i c ,  b y  F u o s s ^ ' (’ * f r o m  s t a t i s t i c a l ,
(t>c>)a n d  b y  D e n is o n  & R a m s e y  f r o m  t h e r m o d y n a m ic  c o n s i d e r a t i o n s .
4irN e3 b
K  =      ( I V .  2 1 )
3 0 0 0  b
T h e  f u n c t i o n a l  p a r t s  o f  ( 1 8 ) ,  ( 1 9 )  a n d  ( 2 1 )  a r e  p l o t t e d  a g a i n s t  b i n  F i g . ^  .
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FIG.24
F(b) -  1000 K / 4it e3
0 1 2  
r
P lots of K, (b) and K, b A
3 4
( F u o s s ,  and
5
Bjerrum)
6
(see text)
7 8 b
ag a i n s t  b
B j e r r u m
Fu o s s
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PART V
EXISTING CONDUCTANCE EQUATIONS
EXISTING CONDUCTANCE EQUATIONS
We n o w  s u m m a r is e  a n d  c o m p a r e  e x i s t i n g  c o n d u c t a n c e  e q u a t i o n s ,  c o m p a r in g  
th e m  w i t h  e a c h  o t h e r ,  a n d  w i t h  t h e  CPM e q u a t i o n  ( I I I . 1 6 5 )  d e r i v e d  a b o v e .
S E C T IO N  1 P IT T S  E Q U A T IO N  ( f o r  S y m m e t r i c a l  E l e c t r o l y t e s )  1 9 5 1 - 3 )  ( +  p 3 , 6 6 )
S i n c e  w e  h a v e  u s e d  P i t t s  b o u n d a r y  c o n d i t i o n  a n d  h y d r o d y n a m ic  r e l a x a t i o n  
t e r m  i n  d e r i v i n g  t h e  PM e q u a t i o n ,  P i t t s  e q u a t i o n  a n d  t h e  PM e q u a t i o n  (w h e n  
r e d u c e d  t o  t h e  s y m m e t r i c a l  e l e c t r o l y t e  c a s e )  a r e  v e r y  s i m i l a r .  I n  t w o  r e s p e c t s  
h o w e v e r  t h e  e q u a t i o n s  d i f f e r :
( a )  I n  t h e  e x p r e s s i o n  u s e d  f o r  v . . i n  t h e  O n s a g e r  C o n t i n u i t y  E q u a t i o n .3 ?-
N o w
V . .  =  V .  +  w . H . . ( s e e  e c r u a t i o n  1 1 . 3 0 )j i  i  l  j i
w h e r e  i s  t h e  t i m e  a v e r a g e  v e l o c i t y  o f  a n  i - i o n  a t  w h e n  w e  h a v e  a
j - i o n  a t  ( s e e  F i g . 1 3 ) ,  t o  i s  t h e  s o l v e n t  v e l o c i t y  a t  r 2 ,  a n d  i s  t h e  f o r c e
a c t i n g  o n  a n  i - i o n  a t  r y .
L e t  H . .  =  X e . i  +  E . .  -  k T  V „ l n ( f . . )  ( V . l )
3 1  1  3 1  2  3 ! '
w h e r e  E ^  i s  t h e  f o r c e  a c t i n g  o n  t h e  i - i o n  d u e  t o  t h e  l o c a l  e l e c t r o s t a t i c  f i e l d  
a t  r 2 .
I n  d e r i v i n g  t h e  PM e q u a t i o n  w e  a s s u m e  t h a t
• 'i s\
E j i  “  -  V 2 ( e i e j / D r )  -  y  V ^ V f t k 1 n j i k  d r 3 ( v ’ 2 )
( s e e  r e f e r e n c e  f r a m e  -  F i g .  1 3 )
T h e  f i r s t  t e r m  i n  ( 2 )  b e i n g  d u e  t o  t h e  f i e l d  o f  t h e  j - i o n ,  a n d  t h e  s e c o n d  t e r m  
t o  t h e  t o t a l  i o n - a t m o s p h e r e  a b o u t  t h e  i - j  p a i r .
P i t t s  u s e s  t h e  e x p r e s s i o n
E j l  = -  e . V ^  (v .3)
1 0 8
f o r  t h e  f o r c e  a c t i n g  o n  i  d u e  t o  t h e  l o c a l  f i e l d  a t  r „ ,  w h e r e  • ( r ) i s  t h e2 3 o *p o t e n t i a l  a t  t h i s  p o i n t  d u e  t o  t h e  j - i o n  p l u s  i t s  a t m o s p h e r e ,  a n d  t|/_. =  Tpj +  iJj^ .
T h e  e q u i l i b r i u m  t e r m  if)°  i s  g i v e n  b y  t h e  P o i s s o n - B o l t z m a n  e q u a t i o n  ( s e e  I I I . 5 3 - 6 ) ' ,
2
u s i n g  t h i s  e x p r e s s i o n  w e  o b t a i n  ( a f t e r  d r o p p i n g  t e r m ’s  X  a n d  t h o s e  n o t  g i v i n g  
r i s e  t o  d i r e c t e d  m o t i o n )
i a ~  ( e . w . n .  f . .  +  e . w . n ,  f ,  . )  X ( e . w .  -  e . w . )
A f  -  i L F o  1 . 1  1 .....I k  =  X X ----------J _ Y _ ( 3f o / 3 x )
D k T  3 (w ± +  w . )  k T  (w . +  w . )  3 1
k = l  3
+  ( V i  ~  v j ) ' 7 f ° .  _  ( e j ^ i 7 ^ -  -  e . w . V t | / ) . V f ? .
k T ( w . + w . )  k T  (w . +  w . )1 3  1 3
f 1 1 ( e i M i  Alf)j  +  A ^ i *  ^ i Y ^ i  +  . V f ^
k T ( w . +  w . )  k T ( w .  +  w . )1 3  i  3
( V .  4 )
I f  w e  c o m p a r e  t h i s  w i t h  e q u a t i o n  1 1 . 3 4 ,  w e  s e e  t h a t  s i n c e  P i t t s  u s e s  t h e  a p p r o x i m a t i o n  
F ? ^  =  1  i n  t h e  s e c o n d  t e r m  i n  ( 4 )  ; t h e  t w o  e q u a t i o n s  d i f f e r  o n l y  i n  t h e  r e p l a c e m e n t
o f  t h e  l a s t  t h r e e  t e r m s  i n  ( 4 )  b y  t h e  e x p r e s s i o n
-  f a -  V f '  , V ( e . e . / D r )  ( V . 5 )
k T  3 3
i n  t h e  PM e q u a t i o n .  T h i s  e f f e c t s  a  c o n s i d e r a b l e  s i m p l i f i c a t i o n  i n  t h e  d e r i v a t i o n  
o f  t h e  r e l a x a t i o n  f i e l d  t e r m  A X ^ 2 * .  I n  F i g u r e  2 5  w e  p l o t  t h e  t e r m  A x ( 2 )  a s  o b t a i n e d  
u s i n g  b o t h  m e t h o d s .
( b )  I n  t h e  h i g h e r  t e r m s  i n c l u d e d  i n  t h e  PM e q u a t i o n
3
I n  t h e  PM e q u a t i o n  w e  h a v e  r e t a i n e d  t e r m s  CQ a n d  CQ (e i< )  i n  t h e  f i n a l  
c o n d u c t a n c e  e q u a t i o n  ( I I I . 1 6 5 ) ;  w e  s h a l l  s e e  i n  P a r t  V I I  t h a t  t h i s  l e a d s  t o  a n  
im p r o v e m e n t  i n  t h e  ' f i t '  o f  t h e  t h e o r e t i c a l  e q u a t i o n  t o  t h e  e x p e r i m e n t a l  d a t a .
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(2)Plot of hx against concentration (1) using Pitts method
(2) as derived in this work (PM)
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SECTION 2 THE FUOSS-ONSAGER and FUOSS-HSIA EQUATIONS
( 1 )  T h e  F u o s s - O n s a g e r  (1 9  5 7 )  E q u a t i o n  ( f o r  S y m m e t r i c a l  E l e c t r o l y t e s )  ^2 ' 4 5 )
T h e  F u o s s - O n s a g e r  (F O ) e q u a t i o n  d i f f e r s  i n  f i v e  f u n d a m e n t a l  r e s p e c t s  f r o m  
b o t h  t h e  P i t t s  a n d  t h e  PM e q u a t i o n s :
( i )  I n  t h e  B o u n d a r y  C o n d i t i o n s  u s e d  <3n s o l v i n g  t h e  O n s a g e r  C o n t i n u i t y  E q u a t i o n .
( i i )  I n  t h e  e x p r e s s i o n  u s e d  f o r
( i i i )  I n  t h e  e x p r e s s i o n  u s e d  f o r  ( t h e  s o l v e n t  v e l o c i t y  a t  t h e  s i t e  o f  t h e  i - i o n ) ,
i . e  t h a t  t h e  r a d i a l  c o m p o n e n t  o f  t h e  r e l a t i v e  v e l o c i t y  o f  t w o  i o n s  ( i  a n d  j )  i s  
z e r o  w h e n  r  =  a ,  t h u s  t h e  i o n s  c a n  h a v e  o n l y  t a n g e n t i a l  r e l a t i v e  m o t i o n .  
U n f o r t u n a t e l y ,  w i t h  t h i s  b o u n d a r y  c o n d i t i o n  w e  a r e  a t t e m p t i n g  t o  u s e  c o n d i t i o n s  
w h i c h  a p p l y  t o  c o l l i s i o n s  b e t w e e n  d i s c r e t e  s p h e r e s  o n  t h e  m a c r o s c o p i c  s c a l e  t o  a  
s i t u a t i o n  w h e r e  t h e  r e l a t i v e  v e l o c i t y  o f  t h e  i o n s  c a n  o n l y  b e  g i v e n  a s  a  t i m e - a v e r a g e d  
v e c t o r ,  a n d  t h e  t w o  s p e c i e s  a r e  r e p r e s e n t e d  b y  a  t i m e - a v e r a g e d  d i s t r i b u t i o n  f u n c t i o n . 
T h i s  h a s  l e d  t o  c o n s i d e r a b l e  c o n t r o v e r s y 3^7 c o n c e r n i n g  t h e  e x a c t  m e a n in g  o f
t h a t  a l l  i - j  p a i r s  a t  a  s e p a r a t i o n  o f  r  =  a  w i l l  h a v e  z e r o  r e l a t i v e  r a d i a l  m o t i o n .  
We k n o w  o n l y  t h a t  t h e  a v e r a g e  r a d i a l  m o t i o n  i s  z e r o .  T h e  f a c t  t h a t  t h e s e  t w o  
c o n d i t i o n s  a r e  n o t  e q u i v a l e n t  i s  r e a d i l y  s e e n  f r o m  t h e  e q u i l i b r i u m  c a s e .
W h e re  n o  e x t e r n a l  f i e l d  i s  p r e s e n t ,
I n  t h e  t r e a t m e n t  o f  t h e  a s y m m e t r i c  e l e c t r o p h o r e t i c  t e r m  ( ) •
( v )  I n  t h e  i n c l u s i o n  o f  a n  'O s m o t i c *  t e r m  ( A P ) .
( i )  T h e  B o u n d a r y  C o n d i t i o n s  u s e d
I n  s o l v i n g  t h e  O n s a g e r  C o n t i n u i t y  E q u a t i o n  ( 1 1 . 1 7 ) ,  F u o s s  a n d  O n s a g e r  u s e  
( 4 5 )t h e  b o u n d a r y  c o n d i t i o n
0 a t  r  =  a , ( V . 6)
e q u a t i o n  ( 6) .  T h e  f a c t  t h a t  ( V j j_  -  j )  . r  =  0  a t  r  =  a  d o e s  n o t  n e c e s s a r i l y  m e a n
l e t ( V .  7 )
n o w +  k T  V 2l n ( f ° ± ) ) ( V .  8)
“  "  “ i  V2 ( e i ^ °  + bT I n O f e - n . ) (V.9)
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t h u s  v ? , = 0  a n d  s i m i l a r l y  v ? . = 0  (V .1 0 )
3 X  . X  J
h e n c e  t r i v i a l l y  ( v ? .  -  v ° . ) . r  =  0  f o r  a l l  r  ( V . l l )
J  x  X  J
a n d  i n  f a c t  a l l  c o m p o n e n t s  o f  ( v j j _  "  j ) w i l l  b e  z e r o .  T h i s  o f  c o u r s e  d o e s  
n o t  m e a n  t h a t  a l l  o f  t h e  i o n s  a r e  s t a t i o n a r y ,  s i m p l y  t h a t  t h e r e  i s  n o  n e t  m o t i o n  
o f  t h e  i o n s  i n  t h e  e q u i l i b r i u m  c a s e .
I f  TO a n d  t o  a r e  t h e  p o s i t i o n s  o f  a n  i  a n d  a  j - i o n ,  t h e n  w e  c a n  c o r r e c t l y  
s t a t e  t h a t  f o r  t h e  c h a r g e d  a n d  r i g i d  s p h e r e  m o d e l
( d T O / d t  -  d T O / d t )  . r  =  0  a t  r  =  a  ( V . 1 2 )
I f  w e  n o w  c o n s i d e r  t h e  FO  b o u n d a r y  c o n d i t i o n ;
a s s u m in g  t h a t  ( v . . -  v . . ) , r  =  0 a t  r = a  a n d  m u l t i p l y i n g  t h r o u g h
3 1  1 3
b y  f . .  w e  o b t a i nJ 31
A
f . . ( v . .  -  v . . ) . r  =  0  w h e n  r  =  a  ( V . 1 3 )j  x  3 x  13
I t  c a n  b e  s e e n  f r o m  P a r t  I  ( s e c t i o n  3 )  t h a t
f j / j i  f  ( d r . / d t )  P ^  d r 3 . . . . d r N , d P l . . . d p N ( V . 1 4 )
t h u s  ( 1 3 )  i s  e q u i v a l e n t  t o
r .  ( d T O / d t  -  d r  j / d t  ) r = a  P ^  d i ' 3 . .  . d r N , d p 1 > . . d p N =  0  ( V . 1 5 )
w h i c h  i s  n o t  t h e  s a m e  s t a t e m e n t  a s  ( 1 2 ) .  H e n c e  t h e  FO  b o u n d a r y  c o n d i t i o n  i s
n o t  s a t i s f a c t o r y  f o r  t h e  P r i m i t i v e  M o d e l .
( i i )  T h e  E x p r e s s i o n  u s e d  f o r
F u o s s  a n d  O n s a g e r  u s e  t h e  e x p r e s s i o n
E j i  =  '  e l 72* j  < r )  “  e i V 2' t' i (a >  < V ' 1 6 )
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t o  d e s c r i b e  t h e  f o r c e  a c t i n g  o n  t h e  i - i o n  d u e  t o  t h e  l o c a l  e l e c t r o s t a t i c  f i e l d
a t  r 2 ( c f .  ( 2 )  a n d  ( 3 )  a b o v e ) .  T h e  s e c o n d  t e r m  i n  ( 1 6 )  i s  c o n s i d e r e d  t o  a r i s e
f r o m  t h e  a s y m m e t r i c  p a r t  o f  t h e  a t m o s p h e r e  a b o u t  t h e  i - i o n  i t s e l f .  T h i s  l e a d s
t o  a  s m a l l  ( b u t  c o m p le x )  t e r m  i n  t h e  r e l a x a t i o n  f i e l d  (A X ^  i n  t h e  F u o s s  n o m e n c l a t u r e )
T h e r e  i s  s o m e  d o u b t  a b o u t  t h e  v a l i d i t y  o f  t h e  i n c l u s i o n  o f  t h i s  t e r r t / 3 3  ^ i n  E . . ,  a n d
3 *
w e  a r e  i n  d a n g e r  o f  c o u n t i n g  t h e  e f f e c t s  o f  t h e  j - i o n  t w i c e ,  o n c e  i n  t h e  t e r m
i
e i ^ 2 ^ j  a n d  a 9 a;ii-n  a s  P a r t  t h e  a t m o s p h e r e  o f  t h e  i - i o n  i n  t h e  t e r m  e y ^ y a ) .
( i i i )  T h e  e x p r e s s i o n  u s e d  f o r  v ^
F u o s s  a n d  O n s a g e r  a s s u m e  t h a t
v. (r) = w. <r) = w.(1) (r) + w^2) (r) (V .17)
J J  J
( s e e  I I I . 7 9 )  w h e r e  w .  i s  t h e  t i m e  a v e r a g e  s o l v e n t  v e l o c i t y  a t  r_ ( r  f r o m  a  j - i o n  
3 z
a t  r ^ ) . We h a v e  d i s c u s s e d  t h i s  p r o b le m  i n  s o m e  d e t a i l  i n  P a r t  I I I  S e c t i o n  2 a n d  
s e e n  t h a t ,  s i n c e  n o  a l l o w a n c e  i s  m a d e  i n  c a l c u l a t i n g  w.. f o r  t h e  p r e s e n c e  o f  t h e  
i - i o n  i t s e l f  a t  r 2 ; t h e  u s e  o f  t h i s  t e r m  f o r  v ^  i s  i n c o r r e c t .
( i v )  T r e a t m e n t  o f  t h e  A s y m m e t r i c  E l e c t r o p h o r e t i c  t e r m
We h a v e  s e e n  a b o v e  ( P a r t  I I I  s e c t i o n  1 )  t h a t  t h e  v o lu m e  f o r c e  F  a c t i n g  ( a t  
s o m e  p o i n t  r 2 ) o n  t h e  s o l v e n t  s u r r o u n d i n g  t h e  c e n t r a l  i o n  i s  g i v e n  b y
s
F  =  Y > ° i +  n j ± ) (X e .. i  -  e ±V 2 ip j  ( r )  -  k T V 2 l n ( f j i ) ) ( V . 1 8 )
i = i
2
( s e e  I I I . 3 5 ) .  D r o p p in g  t e r m s  X  , a n d  t h o s e  n o t  g i v i n g  r i s e  t o  d i r e c t e d  m o t i o n ,  
w e  o b t a i n
F  =  X
4 Z/rt ' { vs /  > ei+ vi E+fa1 “ f .  X>v
i = l  i = l  i = l  3 i = l
(V . 1 9 )
H e n c e  w e  l e t  u .  =  u f ° ^  +  +  u!^ , c o r r e s p o n d i n g  t o  t h e  t h r e e  t e r m sj e  j e  j e  j e
i n  ( 1 9 ) .  I n  ( 1 9 ) ,  uf°  ^ i s  t h e  s y m m e t r i c  e l e c t r o p h o r e t i c  t e r m ,  a r i s i n g  f r o m  
3 ©
t h e  a c t i o n  o f  t h e  e x t e r n a l  f i e l d  o n  t h e  s y m m e t r i c  p a r t  o f  t h e  a t m o s p h e r e  o f  t h e  
j - i o n .
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u f 1 * i s  t h e  a s y m m e t r i c  e l e c t r o p h o r e t i c  t e r m  d u e  ( i )  t o  t h e  f i e l d  a r i s i n g  f r o m  
3 e
t h e  a s y m m e t r i c  p a r t  o f  t h e  i o n - a t m o s p h e r e  a c t i n g  o n  t h e  s y m m e t r i c  p a r t  o f  t h a t
a t m o s p h e r e ,  a n d  ( i i )  t o  t h e  a c t i o n  o f  t h e  f i e l d  d u e  t o  t h e  s y m m e t r i c  p a r t  o f
V
t h e  a t m o s p h e r e  o n  t h e  a s y m m e t r i c  p a r t  o f  t h e  i o n i c  d i s t r i b u t i o n  ( n . . ) .
J  1  <■
(2)u '  i s  a  ' d i f f u s i o n 1 t e r m .
F u o s s  a n d  O n s a g e r  m a k e  t h e  a s s u m p t i o n  t h a t
83 (1 + axh> (V. 20)J e  j  e  j
t h u s  i g n o r i n g  d i f f u s i o n  e f f e c t s ,  a n d  a s s u m in g  t h a t
uji* = u.(°* AX. (V. 21)j e  j e  j
T h i s  i s  e q u i v a l e n t  t o  t h e  a s s u m p t i o n  t h a t
F  =  i  (X  +  A X j ) >  e 4 ( V . 2 2 )
"£=1
H o w e v e r ,  t h e  l o c a l  e l e c t r o s t a t i c  f i e l d  a t  a  p o i n t  r  f r o m  t h e  j - i o n  i s  n o t  
A X j  i  ( t h i s  i s  o n l y  t r u e  a t  r  =  a )  ,  b u t  Vi|q  ( r )  ; a l s o  n o  a l l o w a n c e  i s  m a d e  f o r  
t h e  a c t i o n  o f  t h e  f i e l d  d u e  t o  t h e  s y m m e t r i c  p a r t  o f  t h e  a t m o s p h e r e  o n  t h e  
a s y m m e t r i c  p a r t  o f '  t h e  i o n  d i s t r i b u t i o n  a b o u t  t h e  j - i o n .  T h u s  t h e  e x p r e s s i o n  
u s e d  o r i g i n a l l y  b y  P i t t s a n d  f o l l o w e d  h e r e  i s  t h e  c o r r e c t  o n e ,
( v )  T h e  i n c l u s i o n  o f  a n  ' O s m o t i c 1 t e r m
( 6 7 )F u o s s  a n d  O n s a g e r  s u g g e s t  t h a t  b e c a u s e  o f  a s y m m e t r y  i n  t h e  i o n - a t m o s p h e r e
a b o u t  a  g i v e n  i o n  " t h e r e  w i l l  b e  a  s l i g h t  e x c e s s  o f  o p p o s i t e l y  c h a r g e d  i o n s  
b e h i n d  t h e  c e n t r a l  r e f e r e n c e  i o n ;  u n d e r  t h e  i n f l u e n c e  o f  m u t u a l  a t t r a c t i o n ,  t h e  
c e n t r a l  i o n  w i l l  b e  s t r u c k  o n  a n  a v e r a g e  m o r e  o f t e n  f r o m  b e h i n d  t h a n  f r o m  i n  f r o n t ,  
a n d  t h e s e  c o l l i s i o n s  w i l l  g i v e  a  s m a l l  c o m p o n e n t  o f  v e l o c i t y  i n  t h e  n o r m a l  
d i r e c t i o n  o f  t r a v e l " . A n  e x p r e s s i o n  i s  o b t a i n e d  f o r  t h e  f o r c e  AP a c t i n g  
o n  t h e  c e n t r a l  i o n  d u e  t o  t h i s  e f f e c t :
2
AP =  .4l k T a -  {  f ' ( a ,  Q) / C o s  6 }  ( V . 2 3 )
3 n  X
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I t  c a n  b e  s e e n  t h a t  i n  a n y  e q u a t i o n  b a s e d  o n  t h e  P i t t s  b o u n d a r y  c o n d i t i o n  
% /
f j ± ( a , e )  =  0 ( V . 2 4 )
AP w i l l  b e  z e r o ,  a n d  i t  i s  s h o w n  i n  A p p e n d ix  , w h e r e  t h i s  e f f e c t  i s  d i s c u s s e d
i n  m o r e  d e t a i l ,  t h a t  e v e n  w h e n  t h e  F u o s s - O n s a g e r  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  a r e  u s e d
(2)t h i s  t e r m  i s  e x a c t l y  c a n c e l l e d  b y  a  c o r r e s p o n d i n g  t e r m  ( u . ) i n  t h e  e l e c t r o p h o r e t i c3 e
v e l o c i t y  ( o m i t t e d  b y  F u o s s  a n d  O n s a g e r ) ,
( 2 )  T h e  F u o s s - H s i a  ( 1 9 6 7 )  E q u a t i o n  ( f o r  S y m m e t r i c a l  E l e c t r o l y t e s )  ^
T h e  F u o s s - O n s a g e r  e q u a t i o n  i s  g i v e n  i n  t e r m s  o f  t h e  s t o i c h i o m e t r i c  
c o n c e n t r a t i o n  a s
A =  A o  -  S c ^  +  E  c  l n ( c )  +  J 1 ( x a )  c  +  J 2 ( x a )  c 3/2  ( V . 2 5 )
b y  a  m o r e  c a r e f u l  e v a l u a t i o n  o f  t h e  v a r i o u s  i n t e g r a l s  i n v o l v e d  a  m o r e  
r i g o r o u s  e x p r e s s i o n  f o r  J 2 w a s  o b t a i n e d  b y  F u o s s  a n d  H s i a .
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SECTION 3 THE FUOSS,ONSAGER and SKINNER EQUATION (1965)
I n  a  s e r i e s  o f  p a p e r s  • ^ 8) F u o s s  a n d  O n s a g e r ,  a n d  F u o s s , O n s a g e r  a n d
S k i n n e r  r e c a l c u l a t e d  c o m p l e t e l y  t h e  F u o s s - O n s a g e r  ( 1 9 5 7 )  e q u a t i o n  w i t h  t h e  
p r i n c i p l e  a im  o f  r e t a i n i n g  t h e  f u l l  e x p o n e n t i a l  f o r m  o f  t h e  e q u i l i b r i u m  d i s t r i b u t i o n  
f u n c t i o n
f j i  ~  n i n j  e x P ( " e i e j e ” K r / D k T r )  =  n ±TO e + ? j i  ( V . 2 8 )
I n  o r d e r  t o  d o  t h i s ,  a  d i f f e r e n t  m a t h e m a t i c a l  t r e a t m e n t  w a s  u s e d  t h r o u g h o u t .
( 1 )  R e l a x a t i o n  f i e l d  t e r m s
I n  s o l v i n g  t h e  O n s a g e r  C o n t i n u i t y  E q u a t i o n  F u o s s , O n s a g e r  a n d  S k i n n e r  (F O S ) 
u s e  t h e  e x p r e s s i o n
f j . t r ,  6) = f j / r H l  4 X ji(r,0)) ( V . 2 9 )
f o r  t h e  p e r t u r b e d  d i s t r i b u t i o n  f u n c t i o n .  
L e t t i n g
t h e  C o n t i n u i t y  e q u a t i o n  i s  o b t a i n e d  i n  t h e  f o r m
V . ( e Cj i  V y j ± ) =  V . e Cj i ( V;L -  V j )  ( V . 3 1 )
T h e n  u s i n g
vn  = pj i  + t i i  <v-32)
( 3 1 )  i s  s p l i t  i n t o  t w o  p a r t s
( i )  7 .  (eCj i  V u . . )  = 0  (V. 33)
and (ii) V. ( e ^ j i  V? R j i ) = V . e ^ j M v ^  -  V j )  ( V . 3 4 )
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S u b s t i t u t i n g  y ^  i n t o  t h e  P o is s o x  e q u a t i o n  a n  e x p r e s s i o n  f o r  i s  d e r i v e d  
f r o m  w h i c h  t h e  r e l a x a t i o n  f i e l d  : s  o b t a i n e d  f r o m  t h e  r e l a t i o n s h i p
A X .  =  -  ( 3 i K / 9  .) ( V . 3 5 )J 3 r“a
T h e  B o u n d a r y  C o n d i t i o n s  u s e d  a r e  t h e  s a m e  a s  t h o s e  i n  t h e  F u o s s - O n s a g e r  ( 1 9 5 7 )  
e q u a t i o n .
( 2 )  T h e ~ H y d r o d y n a m ic  T r e a t m e n t
I n  o b t a i n i n g  t h e  e l e c t r o p h o r e t i c  v e l o c i t y  t e r m ,  FO S u s e  t h e  O s e e n ,  r a t h e r  
t h a n  t h e  N a v i e r - S t o k e s  e q u a t i o n ;  t h i s  i s  e q u i v a l e n t  t o  t h e  u s e  o f
u j e  =  ( l / 3 n )  /  r ( F r  -  P e ) d r  ( V . 3 6 )
( c f .  e q u a t i o n  I I I . 3 2 )  w h i c h  i s  i n  f a c t  u n s u i t a b l e  f o r  u s e  w i t h  p e r t u r b e d  s y s t e m s ^ 3 2 ^
T h e  v o lu m e  f o r c e  a c t i n g  a t  s o m e  p o i n t  r  f r o m  t h e  c e n t r a l  i o n  i s  g i v e n  b y  a n  
e x p r e s s i o n  w h i c h  i s  e s s e n t i a l l y  e q u i v a l e n t  t o  t h a t  s h o w n  i n  I I I . 3 5 ,  t h u s  a l l o w a n c e  
i s  m a d e  f o r  t h e  l o c a l  e l e c t r o s t a t i c  f i e l d  a b o u t  t h e  c e n t r a l  j - i o n .  I n  a s s e m b l i n g  
t h e  f i n a l  c o n d u c t a n c e  e q u a t i o n  h o w e v e r ,  FO S u s e  t h e  e x p r e s s i o n
A =  A o  (1  +  A e l ) ( 1  +  A X /X )  ( V , 3 7 )
t h u s  t h e y  h a v e  i n  f a c t  a s s u m e d  t h a t
u j e  =  ( u j® *  +  +  u j 2 ) ) (1  +  A X j / X )  ( V .  3 8 )
w h i c h  i s  i n c o r r e c t ,  t h e  e x p r e s s i o n  s h o u l d  b e  s i m p l y
v  = r t  + r t  + r t  (v-39)
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T o  e n a b l e  t h e  e x p o n e n t i a l  f o r m  o f  f ° b ( r )  t o  b e  r e t a i n e d  t h r o u g h o u t ,  F u o s s ,
O n s a g e r  a n d  S k i n n e r ,  i n  d e r i v i n g  b o t h  t h e  R e l a x a t i o n  a n d  t h e  E l e c t r o p h o r e t i c  
t e r m s ,  u s e  a n  e x t r e m e l y  c o m p l e x  a n d  i n v o l v e d  m e t h o d  o f  m a t h e m a t i c a l  t r e a t m e n t ,  
p a r t s  o f  w h i c h  t h e  a u t h o r  o f  t h i s  w o r k  h a s  n o t  b e e n  a b l e  t o  d u p l i c a t e .  I n  t h e
( a n d  c o n v e r g i n g )  s e r i e s ;  t h e  r e s u l t i n g  R e l a x a t i o n  a n d  E l e c t r o p h o r e t i c  t e r m s  
c o n t a i n  s e r i e s  e x p r e s s i o n s  i n  b  w h i c h  a r e  s i m i l a r  t o  t h o s e  o b t a i n e d  b y  F O S ,  b u t  
t h e s e  h a v e  b e e n  d e r i v e d  u s i n g  a  v e r y  m uch s i m p l e r  t e c h n i q u e .
F u o s s , O n s a g e r  a n d  S k i n n e r  o b t a i n  a  f i n a l  c o n d u c t a n c e  e q u a t i o n  w h i c h  f o r  
r e a d y  c o m p a r i s o n  w i t h  t h e  PM e q u a t i o n  m ay b e  w r i t t e n  i n  t h e  f o r m
P h y s i c a l - P r i m i t i v e  M o d e l  (PPM) e q u a t i o n ^  f ? ^  h a s  b e e n  r e t a i n e d  a s  a n  i n f i n i t e
A e q u i v .  "  Ao(1 +  C b ( y ) ( e K )  +  { ( y)  +  N (b )  -  e ~ eK KF ( b ) } ( e i c ) 2 )  
-  P k ( 1  +  ( C 4 ( y )  +  e “ EK M ( b )  +  QF ( b ) } ( e i c )  ) ( V .  4 0 )
( c f .  e q u a t i o n  I V . 6)
T h e ' b 1 t e r m s  i n  ( 4 0 )  h a v e  t h e  f o l l o w i n g  o r i g i n s
( 1 )  KF ( b )
T h i s  t e r m  a r i s e s  f r o m  t h e  e l e c t r o s t a t i c  p a r t  o f  t h e  R e l a x a t i o n  f i e l d
b e i n g  a n a l o g o u s  t o  t h e  t e r m  Kfa(b )  i n  t h e  PPM e q u a t i o n
00
+  f a  ( l n ( b )  -  0 . 9 2 2 8  -  2 / b  -  1 / b 2 ) ( V . 4 1 )
12
n = l
t h i s  m ay  b e  c o m p a r e d  w i t h
CO
( V . 4 2 )
n = l
KF (b )  a n d  I Q  (b )  a r e  p l o t t e d  a g a i n s t  b  i n  F i g u r e  2 ^
( 2 )  QF (b )
T h i s  e l e c t r o p h o r e t i c  t e r m  r e p l a c e s  Qb (t>) i n  t h e  PPM e q u a t i o n  ( I V .  7 )
F
Qb  i s  a  v e r y  c o m p l e x  e x p r e s s i o n  i n  b
1 1 8
QP ( b )  -  ( 1 / 4 )  (  ( 2 / b )  +  ( b / 4 ){ ( l - T - f t 1 -  ( T ^ l ) - 1 }  -  T 2 ( T 2* - l )  ~ l  ( 0 . 5  [  E i  (b )  +  I n  ( b )
+ 0 .  5 7 7 2  j ]  - 1  +  ( l - e ~ b ) / b  ) +  ( 1 - l f y ) -1  ( 0 . 5  Ep  (b )  -  l n ( b )  -  0 . 5 7 7 2 ] ]
+  1 -  ( e b - l ) / b  ) )  ( V . 4 3 )
w h e r e  T 1 =  e " b ( l  +  b  +  b 2/ 2 ) ,  T 2 =  e b ( l  -  b  +  b 2/ 2 )  a n d  Ep ( b )  i s
t h e  p o s i t i v e  e x p o n e n t i a l  i n t e g r a l :
u
E ( b )  =P d u ( V . 4 4 )u
I n  F i g u r e  2 ?  we  c o m p a r e  p l o t s  o f  a n d  a g a i n s t  b .  i t  c a n  b e  s e e n  t h a t  
F
u n l i k e  Q ^ ,  i s  n e g a t i v e  f o r  s m a l l  v a l u e s  o f  b .
N ( b )  i s  a  r e l a t i v e l y  s m a l l  t e r m ,  n o t  s t r o n g l y  d e p e n d e n t  u p o n  t h e  
m a g n i t u d e  o f  b ;  n o  c o m ^ r a b l e  t e r m  o c c u r s  i n  t h e  PPM e q u a t i o n .
N ( b )  =  ( 1 . 4 8 6  +  4 . 3 2  e “ b ) / 1 2  ( V . 4 5 )
( 4 )  M ( b )
T h e  t e r m  M ( b )  i n  ( 4 0 )  h a s  t h e  g e n e r a l  f o r m
M ( b )  =  6 ( b )  -  % K £ ( b )
i t  i s  a ' m i x e d '  t e r m  a r i s i n g  ( i )  f r o m  t h e  H y d r o d y n a m i c  R e l a x a t i o n  t e r m  ( A X ' * ' )  
a n d  ( i i )  f r o m  t h e  ' O s m o t i c '  t e r m  A P .
(1)
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N e i t h e r  t e r m  o c c u r s  i n  t h e  PPM e q u a t i o n .  A s  d i s c u s s e d  a b o v e ,  A X ^  (AXv  i n  t h e  
F u o s s - O n s a g e r  n o m e n c l a t u r e )  w a s  i n c o r r e c t l y  c a l c u l a t e d  i n  t h e  FO ( 1 9 5 7 )  e q u a t i o n ,  
a n d  t h i s  e r r o r  i s  c a r r i e d  o v e r  i n t o  t h e  FOS ( 1 9 6 5 )  e q u a t i o n .  I t  i s  t h e  u s e  o f  
t h i s  i n c o r r e c t  e x p r e s s i o n  f o r  A X ^  w h i c h  l e a d s  t o  p a r t  ( i )  i n  t h e  t e r m  M ( b )  , n o  
c o m p a r a b l e  t e r m  o c c u r i n g  i n  t h e  PPM e q u a t i o n .
I n  t e r m s  o f  c o n c e n t r a t i o n  t h e  FOS e q u a t i o n  c a n  b e  w r i t t e n  a s  
A e q u i v .  =  A o "  S c ^ +  E ' c  l n ( T 2 ) +  L ( b ) c  -  A (b )  A o c f 2 ( T =  e x / 2  ) ( V . 4 6 )
w h e r e  L ( b )  c o n t a i n s  t h e  t e r m s  N (b )  ,  Q y b ) a n d  G ( b ) ,  a n d  A  (b )  t h e  t e r m  K ^ t b ) .
( 4 6 )  i s  a  t w o  p a r a m e t e r  P h y s i c a l - M o d e l  e q u a t i o n  w h e r e
A =  A ( A o , b )  (a  =  e / b )  ( V . 4 7 )
I n  c a s e s  w h e r e  b  i s  s m a l l  ( i n  s o l v e n t s  o f  l o w  d i e l e c t r i c  c o n s t a n t ,  w h e r e  t h e  amount o  
i o n - a s s o c i a t i o n  m a y  b e  e x p e c t e d  t o  s m a l l )  ( 4 6 )  h a s  b e e n  u s e d  i n  t w o  f o r m s
A =  Ao S c ^  +  E c  l n ( T 2 ) +  L c  -  A  A o f 2 cequiv .  ±
( i )  as
1 2 0
t h u s  A =  A ( A o , L , A )  a n d  A o ,  L a n d  A a r e  u s e d  a s  v a r i a b l e  p a r a m e t e r s .
T h u s  a s s u m i n g  t h a t  f ±  =  1 ,  b  ( a n d  t h e r e f o r e  a )  a r e  o b t a i n e d  f r o m  t h e  r e l a t i o n s h i p
/
(L -  A oA )  =  L ( b )  -  A o  A ( b J  ( V . 4 8 )
s i n c e  L ( b )  a n d  A ( b )  a r e  k n o w n  f u n c t i o n s  o f  b .
( i i )
W h e r e  b  i s  s m a l l ,  L ( b )  i s  t h e  d o m i n a n t  t e r m  i n  (L -  Ao A ) ,  a n d  t h e r e f o r e  FOS a l s o  
u s e  ( 4 6 )  i n  t h e  f o r m
Aeq u iv .  "  A°  “  SC% + E* c  In (T2 ) + j '  c  (V.49)
I V
t h u s  A =  A ( A o , J  ) w h e r e  Ao a n d  J  a r e  u s e d  a s  v a r i a b l e  p a r a m e t e r s ,  
b  i s  o b t a i n e d  f r o m  t h e  r e l a t i o n s h i p
j '  =  L ( b )  -  Ao A  ( b )  ( V . 5 0 )
w h e r e  i t  i s  a g a i n  a s s u m e d  t h a t  f , =  1 .X
( )
I t  h a s  b e e n  f o u n d  t h a t  u s i n g  t h i s  m e t h o d  o f  a n a l y s i s  w i t h  t h e  FOS e q u a t i o n
s y s t e m a t i c  d e v i a t i o n s  o c c u r  b e t w e e n  t h e  e x p e r i m e n t a l  d a t a  a n d  t h e  t h e o r e t i c a l  c u r v e .  
U s i n g  m e t h o d  ( i )  n e g a t i v e  v a l u e s  o f  A ,  a n d  u n r e a l i s t i c a l l y  s m a l l  v a l u e s  o f  t h e  
d i s t a n c e  p a r a m e t e r  a , a r e  o b t a i n e d .
I n  s y s t e m s  w h e r e  b  i s  l a r g e  FOS s u g g e s t  t h e  r e p l a c e m e n t  o f  c  b y  y c  ( y c  b e i n g
t h e  c o n c e n t r a t i o n  o f  f r e e , u n a s s o c i a t e d  i o n s )  a n d  Ao ( i n  t h e  f i n a l  t e r m  o f  ( 4 6 ) )  b y
A . t h u s  e q u i v .
A e q u i v .  ^  Ao "  S W *  +  E c y  l n ( t 2y )  +  L c y  -  A e q u i v > f 2 c y  ( V . 5 1 )
t h i s  i s  now a  C h e m i c a l  M o d e l  e q u a t i o n  u s e d  i n  t h e  f o r m  
A *  A ( A o ,  L ,  KA )
w i t h  t h e  v a r i a b l e  p a r a m e t e r s  A o ,  L a n d  KA « b ,  a n d  t h u s  a ,  i s  t h e n  o b t a i n e d  f r o m  
t h e  r e l a t i o n s h i p
Ka  =  A  ( b )
/ f gn
L b e i n g  t r e a t e d  a s  " a n  a r b i t r a r y  c o n s t a n t ,  w i t h o u t  p h y s i c a l  s i g n i f i c a n c e "  .
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SECTION 4 THE K R AEFT-EBELIN G  EQUATION (1 9 6 9 )
I n  a  s e r i e s  o f  n i n e  p a p e r s  p u b l i s h e d  b e t w e e n  1 9 6 5  a n d  1 9 7 1 ( 4 , 4 6 , 5 5 , 5 6 , 6 9 - 7 4 )
w o r k e r s  o f  t h e  R o s t o c k  s c h o o l  o f  F a l k e n h a g e n  (K r e m p ,  K r a e f t ,  E b e l i n g  a n d  S a n d i g )  
i n v e s t i g a t e d  c h a r g e  t r a n s p o r t  i n  e l e c t r o l y t e  s o l u t i o n s .  A f i n a l  c o n d u c t a n c e  
e q u a t i o n  f o r  s y m m e t r i c a l  e l e c t r o l y t e s ,  b a s e d  o n  t h e  c h a r g e d  s p h e r e  m o d e l ,  w a s
T h e  d e r i v a t i o n  o f  t h i s  e q u a t i o n  d i f f e r s  i n  v a r i o u s  r e s p e c t s  f r o m  t h a t  o f  
t h e  e q u a t i o n s  d i s c u s s e d  a b o v e ,  a n d  f r o m  t h a t  o f  t h e  PM e q u a t i o n .
( 1 )  I n  t h e  t r e a t m e n t  o f  t h e  O n s a g e r  C o n t i n u i t y  E q u a t i o n
A  d i f f e r e n t  m e t h o d  i s  u s e d  t o  s o l v e  t h e  O n s a g e r  C o n t i n u i t y  E q u a t i o n ;  we  
t h e r e f o r e  s u m m a r i z e  t h e  t e c h n i q u e  we h a v e  u s e d  i n  P a r t  I I  f o r  t h e  c h a r g e d  s p h e r e  
m o d e l ,  a n d  c o m p a r e  i t  w i t h  t h a t  u s e d  b y  K r a e f t ,  K rem p a n d  E b e l i n g , 5 5 , 6 9 ) ^
( 4 )
g i v e n  i n  a  p a p e r  b y  K r a e f t  a n d  E b e l i n g  ( 1 9 6 9 )
F o r  b o t h  m e t h o d s  t h e  s t a r t i n g  p o i n t  i s  t h e  a s s u m p t i o n  t h a t
( V . 5 3 )
w h e r e (V .  5 4 )
b e i n g  d e p e n d e n t  u p o n  e l e c t r o s t a t i c  f o r c e s  o n l y
*
T h e  s h o r t - r a n g e  p o t e n t i a l  V . .  i s  r e p r e s e n t e d  b y  a 1s t e p - f u n c t i o n ' ,  s u c h
J -**
t h a t
0
w h en  r  ^  a
w h e n  r  > a ( V . 5 5 )
( s e e  P a r t  I I  p a g e  k-$)
T h e  t o t a l  p o t e n t i a l  i s  g i v e n  b y
( V .  5 6 )
( i )  W i t h  t h e  PM e q u a t i o n
we d i v i d e  t h e  r a n g e  0 < r  <  “  i n t o  tw o  r e g i o n s
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R e g io n  l f (0  < r  < a )
w h e r e  V . ,  ( r )  =  w ,  t h u s  e  V j T r ) / k T  =  o  Ji (V . 5 7 )
a n d  f r o m  ( 5 3 )  f j i  ~  0 '  b e n c e  ( V . 5 8 )
o *
f j 4 =  0  a n d  f j ^  =  0  w h en  r  ^  a  ( V . 5 9 )
R e g i o n  2 , (a  < r  < «>)
*
w h e r e  V j j / r ) =  0 '  t h u s  e  V j i ( r ) / ^ T  =  i  ( V . 6 0 )
a n d  f r o m  ( 5 3 )  f . .  =  * h e n c e  ( V . 6 1 )
3 x J x
f °  =  58 . a n d  f . . =  w h e n  r  > a  ( V . 6 2 )
j i  j 1 J 1 J 1
I t  i s  i n  t h i s  r e g i o n  ( a  < r  < «°) t h a t  we a p p l y  t h e  O n s a g e r  C o n t i n u i t y
1 •
E q u a t i o n  { a  s e c o n d  o r d e r  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n  ) t o  d e t e r m i n e  f ^  ( = £ j d ) .
Thus 7 r ( f i j v i j>  + V < r f V  -  0  ( v - 63)
u s i n g  =  e ^ e ^ / D r  a n d  a p p l y i n g  t h e  B o u n d a r y  C o n d i t i o n s
f j i ( a )  =  0  a n d  f j i f o >  =  0 ( V . 6 4 )
1
w e o b t a i n  f j d ( r , 8) i n  t h i s  r e g i o n .
( 7 3  5 5 )
( i i )  W i t h  t h e  K r a e f t ,  K rem p  a n d  E b e l i n g  d e r i v a t i o n  '  '
T h e  sa m e  i n i t i a l  a s s u m p t i o n  i s  m a d e ,  t h a t
A
f j ± ( r )  =  e ~ V j i / k T  S j;L ( V . 6 5 )
h o w e v e r ,  i n  t h i s  c a s e  t h e  C o n t i n u i t y  E q u a t i o n  i s  a p p l i e d  o v e r  t h e  e n t i r e  r a n g e  
(0 < r  < “ ) ,  u s i n g
V  ( e ' Vj i /kT E±j  v £ j ) + V2 . ( e - Vj f a kT £ j l  v j ± ) = 0 (V . 66)
a n d  + j  ±  =  e ± e j / D r  +  V j ± ( r )  ( V . 6 7 )
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o b t a i n i n g
X f e n Q  -  Q j W j )  V f j h *  i  -  k T  (w±  +  i q )  A f . ^  -  (w±  +  w..)  7f j ± . i
-  n 1 a J r i ' _ , nk{ » .  / V j k r i k  d r 3 + “ i  / A2 * i k  F j k  d r 3 }  "  °
( s e e  A p p e n d i x  2 e q u a t i o n  A 2 . l l )
(V . 6 8 )
w h e r e
a n d
,o  - V . .  A t  ,-of . .  =  e  3 1 '  £ . .  ,j i  J f t i
ii/. . =  e . e  . / D r  +  V . . *3+ i  3 3i
4  -  e’ ( V . 6 9 )  
(V .  7 0 )
E q u a t i o n  ( 68) i s  d i f f i c u l t  t o  s o l v e ,  i n  p a r t i c u l a r  s i n c e  i t  c o n t a i n s  t h e  
*
ip  f u n c t i o n '  V . ,  a n d  i t s  d e r i v a t i \3i
m a k i n g  t h e  a s s u m p t i o n  t h a t  i n  t h e  te r r a
' s t e p t i v e s .  K r a e f t  a n d  E b e l i n g  s t a r t  b y
A2 ^ i k  F j k  d r 3
A 2 ( e ± e k / D r i k ) F j k  d r 3
A2V i k < r > F j k  d r 3 ( V .  7 1 )
we may d r o p  t h e  s e c o n d  t e r m ,  i t  b e i n g  a s s u m e d  t h a t  t h e  w h o l e  t e r m  i s  <* k '
w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  r e m a i n i n g  t e r m s  i n  (68) 
t h e  a s s u m p t i o n  i s  m ade t h a t
A2 V i k < r > F j k  d e 3
( 5 5 ) T h u s  f o r  d i l u t e  s o l u t i o n s
( V .  7 2 )
M a k i n g  t h i s  a p p r o x i m a t i o n ,  s u b s t i t u t i n g  ( 6 9 )  a n d  ( 7 0 )  i n t o  ( 68) ,  a n d  
e x p a n d i n g ,  we f i n a l l y  o b t a i n
e  V j i / /k T  {  X ^ u ^  -  e ^ W j )  ( 3 5 ^ / a x )  -  k T  (ok +  w..)
_ s
+  ( 4 ir /D ) e k ( e i “ l " l ? j k  +  e j “ 3n j 5k i >  ‘  (“ l  +  }
W f
+ V ( e” Vj i ' / kT) {  X( e . w.  -  e . w . )  £? .  . i  -  kT( w.  + w . ) V £ . .XX J J JX X J JX
-  (W, +  . V ( e  . e  . /Dr)  }  = 0x J J X J- J
( V . 73)
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n o w  V e  V j i /0 ‘ T =  r  6 ( r  -  a )  (6 i s  t h e  D i r a c  d e l t a  f u n c t i o n  )
a
=  “  r  w h e n  r  =  a  ( V . 7 4 )
=  0  w h e n  r  /  a  ( V . 7 5 )
*
- V  / k T
a l s o  e  j i '  =  1 w h en  r  > a
a n d  =  0  w h en  r  < a  ( V . 7 6 )
T h u s  f o r  r  > a
s_
X t e m m  -  e j “ j )  ( H j i / 3 * )  ~  k T ( w ±  +  t r o j A ^  +  ( 4 u / D )  e k ( e i wi n i ? j k  +  e j wj n j ^ k i }
-  (u± +  W j )  V £ j ± . V C e ^ j / D r )  =  0  ( V . 7 7 )
a n d  a t  r  =  a
r { X(ei u)i  -  ejWj)?^. i  -  kT{ui  + w..) -  (am + w j ) £^£7 (e^j/Dr) } = O
( V .  7 8 )
»
t h e r e f o r e  ( 7 8 )  t o g e t h e r  w i t h  t h e  c o n d i t i o n  t h a t  ^ j / ® )  =  a c £ - a s  
B o u n d a r y  C o n d i t i o n s  f o r  ( 7 7 ) .
T h e  b o u n d a r y  c o n d i t i o n  ( 7 8 )  d e p e n d s  v e r y  l a r g e l y  o n  t h e  v a l i d i t y  o f  t h e  
a s s u m p t i o n  m a d e  i n  e q u a t i o n  ( 7 2 ) .  T h e  j u s t i f i c a t i o n  f o r  t h i s  a s s u m p t i o n  i s  
n o t  a t  a l l  c l e a r .
A l t h o u g h  t h e  O n s a g e r  C o n t i n u i t y  E q u a t i o n  i s  s o l v e d  i n  t e r m s  o f  c o r r e l a t i o n ,  
r a t h e r  t h a n  o f  d i s t r i b u t i o n - j f u n c t i o n s ,  t h e  g e n e r a l  m e t h o d  u s e d  i s  i n  f a c t  
e q u i v a l e n t  t o  t h a t  d e s c r i b e d  b y  P i t t s
( 2 )  I n  t h e  E q u i l i b r i u m  D i s t r i b u t i o n  F u n c t i o n  u s e d
K r a e f t ,  K rem p  a n d  E b e l i n g  u s e  t h e  e x p r e s s i o n
f ° .  =  e ~ V j i / k T  d .  ( V .  7 9 )Di J
whoTo A p — V" y*
d .  =  n . n .  e x p  (  X - l   -------- ) ( c f .  I I I .  9 8 )  ( V . 8 0 )
3 3 DkT r
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CQ
K°.± =  * . . 0 .(1  -  8j ^  ( e - l c r / r )  +  % 8j ±  ( e - , c r / r ) 2 +  S  ( 8j i / r ) k  e ” k K r  >
k = 3
( V . 8 1 )
( 5 5 )
F a l k e n h a g e n ,  K r a e f t  a n d  E b e l i n g  s u g g e s t  t h a t  o n l y  t h e  s e c o n d  a n d  t h i r d  t e r m s
i n  ( 8 1 )  r e q u i r e  t h e  ' s c r e e n i n g '  f u n c t i o n  ( e  X ,c r ) t o  p r e v e n t  l o n g  r a n g e  d i v e r g e n c e s  
o c c u r i n g ;  t h e y  t h e r e f o r e  u s e
E x p a n d in g  t h e  e x p o n e n t ia l  i n  (8 0 )
=  n . n ^ l  -  8h -  ( e ' K r / r )  +  h 8<  ( e “ K r / r ) 2 +  i _ i l 2  ( 8, . . / r ) k  )
j i  i  j  j i  j i  /  i j i
( V . 8 2 )
t h e  f i n a l  t e r n  now b e i n g  i n d e p e n d e n t  o f  c o n c e n t r a t i o n .
I n  t h e  PM d e r i v a t i o n  sh o w n  i n  P a r t  I I  e x p l i c i t  c a l c u l a t i o n  o f  t h e  p e r t u r b e d
d i s t r i b u t i o n  f u n c t i o n  i s  n o t  n e c e s s a r y  ( e x c e p t  f o r  t h e  l e a d i n g  t e r m ) , a n  e x p r e s s i o n  
f o r  AX b e i n g  o b t a i n e d  d i r e c t l y  i n  t e r m s  o f  T ^ ° Z  Z 3-) e t c .  K r a e f t  a n d  E b e l i n g
I
h o w e v e r ,  f i r s t  o b t a i n  e x p r e s s i o n s  f o r  £• •  f r o m  ( 7 7 )  a n d  t h e n  u s e  t h e s e  t o3 -*■
d e t e r m i n e  AX a n d  u j e * T h i s  m e t h o d  l e a d s  t o  a  m uch m o r e  c o m p l e x  d e r i v a t i o n ,  i n
p a r t i c u l a r  w h e r e  t h e  f i n a l  t e r m  i n  ( 8 2 )  i s  c o n c e r n e d .
( 3 )  I n  t h e  o m i s s i o n  o f  t h e  t e r m  i n  t h e  e x p r e s s i o n  u s e d  f o r  ^
K r a e f t ,  K rem p a n d  E b e l i n g  u s e  t h e  e x p r e s s i o n
V j i  -  » i  r f  <v - « >
f o r  t h e  v e l o c i t y  o f  a n  i - i o n  a r  r 2 w h e n  we h a v e  a  j - i o n  a t  y  ( c f .  e q u a t i o n
1 1 . 3 0 ) ,  t h e r e f o r e  o m i t t i n g  t h e  s o l v e n t  v e l o c i t y  t e r m  v ^ .  D e s p i t e  t h e  d i f f i c u l t i e s  
e n c o u n t e r e d  w i t h  t h i s  t e r m  ( s e e  P a r t  I I I  s e c t i o n  2)  i t  d o e s  n o t  a p p e a r  j u s t i f i a b l e  
t o  n e g l e c t  s u c h  a n  i m p o r t a n t  t e r m .
( 4 )  I n  t h e  t r e a t m e n t  o f  t h e  r e l a x a t i o n  f o r c e  KTe ^ *
I n  d e r i v i n g  t h e  PM e q u a t i o n  we u s e d  t h e  e x p r e s s i o n
K. /  /  V ( e . e . / D r )  n . . ( r , 9 )  d r  ( V . 8 4 )3--------------- C----  i , /  1 3  31
k = l
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K r a e f t ,  Krem p a n d  E b e l i n g  i n c l u d e  a  s h o r t - r a n g e  c o m p o n e n t  i n  K ? e l ,  u s i n g
f o r  t h e  f o r c e  a c t i n g  on  a j - i o n  d u e  t o  t h e  r e l a x a t i o n  f i e l d .
, r e l V { (e ^ /D r )  + } Hjh dr ( V . 8 5 )
,rel. 1 ,rel. 2
( V .  86)
( 5 5 )  r-pl 2
a n d  sh o w  t h a t  t h e  c o m p o n e n t  o f  K^ * i n  t h e  f i e l d  d i r e c t i o n  i s
e q u i v a l e n t  t o  t h e  ’ o s m o t i c 1 t e r m  o f  F u o s s  a n d  O n s a g e r ,  s i n c e
i . K ? e 1 * 2 = -4J ..k T a ... f ! . ( a , e ) / C o s  9 ( V . 8'
3 3 n  31
f o r  s y m m e t r i c a l  e l e c t r o l y t e s  ( c f .  V . 2 3 ) .  T h i s  t e r m  i s  d i s c u s s e d  i n  m o r e  d e t a i l  
i n  A p p e n d i x  ^  .
( 5 )  I n  t h e  d e r i v a t i o n  o f  an  e l e c t r o p h o r e t i c  t e r m
K r a e f t ,  Krem p a n d  E b e l i n g  u s e  t h e  O s e e n  e q u a t i o n r a t h e r  t h a n  t h a t  o f  
N a v i e r  a n d  S t o k e s ,  o b t a i n i n g  a n  e x p r e s s i o n  e q u i v a l e n t  t o
u
( V . 88)
A
( c f .  I I I . 3 2 )  w h e r e  F Fr r +
i s  t h e  f o r c e  a c t i n g  ( p e r  u n i t  v o l u m e )  o n  t h e  s o l v e n t  a t  so m e  p o i n t  r  f r o m
t h e  c e n t r a l  j - i o n .  F r o m  a b o v e  ( I I I . 3 3 )
s
F ( V . 8 9 )
i=l
w h e r e  H . .  i s  t h e  a v e r a g e  f o r c e  a c t i n g  o n  a s i n g l e  i - i o n  a t  r  f r o m  a  j - i o nJ X
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f r o m  ( V . l )
Hj i  "  X e i  1 +  E j i  -  kT V n ( f j i >  ( v - 9 0 )
w h e r e  E j i  i s  t h e  f o r c e  a c t i n g  o n  t h e  i - i o n  d u e  t o  t h e  l o c a l  e l e c t r o s t a t i c  
f i e l d  a t  r 2 ( s e a  F i g . 1 3 ) .
Now
s n
Ej i  "  -  V e i V D r ) -  /  , /  V 2 <ei ek/,Dri k ) nj i k  d r 3 ( V ’ 9 1 )
k = l  ^
h o w e v e r  K r a e f t ,  K rem p  a n d  E b e l i n g  n e g l e c t  t h e  s e c o n d  t e r m  i n  ( 9 1 )  t h u s  u s i n g
E j i  =  -  V2 ( e ± e j / D r )  ( V . 9 2 )
a n d
H j i  =  X e ±  i  -  V 2 ( e i e j / D r )  -  kT V2l n ( f j i ) ( V . 9 3 ) *
(1)
T h e  d e r i v a t i o n  o f  a n  e x p r e s s i o n  f o r  u .  ( t h e  a s y m m e t r i c  e l e c t r o p h o r e t i c  v e l o c i t y )
3 e
u s i n g  ( 9 2 )  i s  s h o w n  i n  A p p e n d i x  /<?. I t  c a n  b e  s e e n  f r o m  F i g u r e  2 4  ( w h e r e  t h e
f u n c t i o n a l  p a r t  o f  u f X  ^ i s  p l o t t e d  a g a i n s t  x a )  t h a t  n e i t h e r  t h e  u s e  o f  t h e  
3 e
O s e e n ,  r a t h e r  t h a n  t h e  N a v i e r - S t o k e s  e q u a t i o n ,  o r  t h e  u s e  o f  ( 9 2 ) ,  m a k e ^ a n y  
s i g n i f i c a n t  d i f f e r e n c e  t o  t h e  m a g n i t u d e  o r  f u n c t i o n a l  d e p e n d e n c e  o f  u j g *
*  F o o t n o t e :
I t  does n o t ,  in  any c a s e ,  appear p o s s i b l e  t o  e va lu ate  the in t e g r a l  a r i s i n g  in (88) when 
th e  second term in  (91) i s  in c lu d e d ,  and i t  i s  f o r  t h i s  reason th a t  in  the PM d e r i v a t i o n  the  
ex p r ess io n  E ^  = ~ e i  7 2 ^  was u se d *
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K r a e f t ,  K rem p a n d  E b e l i n g  o b t a i n  a  f i n a l  c o n d u c t a n c e  e q u a t i o n  w h i c h  m ay  
b e  w r i t t e n  i n  t h e  f o r m  f
A =  Ao ( 1  +  C Q ( y ) ( e K )  +  {  CQ ( y )  +  n '  (b )  +  Y ( b )  } (eic) 2 )
-  ptc (1  +  {  ( y )  + Q b ( b ) } ( e K )  ) ( V . 9 4 )
w h e r e  Y ( b )  =  P ( b )  -  I<b ( b )  ( c f . I V .6 a n d  V . 4 0 ) .
P ( b )  a r i s e s  f r o m  t h e  ' o s m o t i c '  t e r m  a n d  K^ f r o m  t h e  e l e c t r o s t a t i c  r e l a x a t i o n
r r W
f i e l d .  Kfc i s  t h e  s a m e  e x p r e s s i o n  a s  K^ o b t a i n e d  b y  F u o s s ,  O n s a g e r  a n d  S k i n n e r ,
Qb (b )  =  -  ( 1 / 8 )  {  1 . 5 7 6 2  +  I n  ( b )  +  ( 3 / b  +  2 / b 2 ) /  ( l - T Q )  +  T Q ^ C b )  -  l n ( b )
+  1 . 4 2 2 8  -  e b ( 1 + 2 / b ) / b  ) / { l - T . )  +  2 ( - E  (b )  -  l n ( b )  -  0 . 5 7 7 2
X P
+  e ~ b  ( 1  -  l / b ) / b  ) }  Y v . 9 5 )
F K
w h e r e  TQ a n d  E p ( b )  a r e  d e f i n e d  o n  p a g e  (II . P l o t s  o f  C Q , CQ a n d  a g a i n s t  b
a r e  sh o w n  i n  F i g u r e  2 $ .
I n  t e r m s  o f  c o n c e n t r a t i o n  ( 9 4 )  m ay b e  w r i t t e n  a s
• A . =  Ao S c ^  +  E c  l n ( c )  +  (F , ( b )  -  Ao F . . ( b ) )  c  ( V . 9 6 )
e q u i v .  - e l  r e l
( c f .  I V .  8 a n d  V . 4 0 ) .  ^ e Z b ) c o n t a i n s  t h e  t e r m s  Y (b )  a n d  N (b )  .
E q u a t i o n  ( 9 4 )  i s  a  P h y s i c a l  M o d e l  e q u a t i o n  o f  t h e  f o r m
A =  A (A ,  b )  (b =  e / a )  ( V . 9 7 )
o
( 5 5 )
F a l k e n h a g e n ,  K r e a f t  a n d  E b e l i n g  p u t  ( 9 6 )  i n t o  t h e  f o r m
A (c)  =  A Q +  G(b)c (V. 98)
where A =  (A . +  Sc^ -  Ec l n ( c ) )  a n d  G(b) =  F (b) -  A F (b) ( V . 9 9 )equiv. el  o rel
129
S i n c e  A e q u j_v b s  d e t e r m i n e d  e x p e r i m e n t a l l y ,  a n d  S an d  E a r e  k no w n f u n c t i o n s
I
o f  t e m p e r a t u r e ,  d i e l e c t r i c  c o n s t a n t  a n d  v i s c o s i t y ,  we c a n  p l o t  A a g a i n s t  c  
o b t a i n i n g  Ao an d  G ( b )  f r o m  t h e  i n t e r c e p t  a n d  s l o p e  o f  t h e  r e s u l t i n g  s t r a i g h t  
l i n e  p l o t .  S i n c e  G ( b )  i s  a  kno w n f u n c t i o n  o f  b ,  t h i s  p a r a m e t e r  (a n d  f r o m  i t  
t h e  c o n t a c t  d i s t a n c e  a )  m ay b e  o b t a i n e d .
F o r  s y s t e m s  w h e r e  b  i s  l a r g e
t h e  p l o t  o f  ( 9 8 )  i s  n o  l o n g e r  a  s t r a i g h t  l i n e  an d  F a l k e n h a g e n ,  K r a e f t  a n d  
E b e l i n g  c o n c l u d e  t h a t  a C h e m i c a l  M o d e l  e q u a t i o n  m u s t  now b e  u s e d .
W i t h  a C h e m i c a l  M o d e l
A . =  Y A a n d  c  -*■ y c  (V.100)equiv. 1
t h u s
A e q u i v . =  y  ~ S *  +  E ^CY) I n  ( c y )  +  ( F ^  -  A oF r e l  ) c y  ) ( V .101)
where Fr e i  i s  a s s u m e d  t o  b e  r e p l a c e d  b y  a new  f u n c t i o n  Fr e l  f o r  f r e e  i o n s .
S i n c e  b o t h  P h y s i c a l  a n d  C h e m i c a l  M o d e l s  r e p r e s e n t  t h e  sa m e  r e a l  s y s t e m ,  F a l k e n h a g e n  
K r a e f t  a n d  E b e l i n g  s u g g e s t  t h a t
i n  t h e  l i m i t  c  0  APM . = ACM . ( V . 1 0 2 )equiv equiv
e q u a t i n g  ( 9 6 )  a n d  ( 1 0 1 )
jl _
y (Ao - S(cy) + E(cy) ln(cy) + (Fel - AoF ^cy )
=  Ao -  Sc^  + Ec In (c) + (F -  Ao F , ) c  ) ( V . 1 0 3 )el rel
S i n c e  ( 1  -  y ) / y 2c  f ±  =  KA ( V . 1 0 4 )
Y =  {  “ 1 +  (1  +  4KA f 2c ) < / 2 K A f 2 c  ( V .  1 0 5 )
2
t h e r e f o r e  w h e r e  4K f  c  <  1rl X
Y =  1 “  KA c  +  0 ( c 3 '/ 2 ) ( V . 1 0 6 )
1 3 0
S u b s t i t u t i n g  ( 1 0 6 )  i n t o  ( 1 0 3 )  w e o b t a i n
k —
A o -  Ao K .  -  S c  +  E c  l n ( c )  +  F , c  -  Ao F , c  
A  e l  r e l
=  Ao -  S c ^  +  E c  I n  ( c )  +  F e l c  -  Ao F r e l c  +  0 ( c 3 / / 2 )  ( V . 1 0 7 )
t h u s
-  Ao L  -  Ao F , = -  Ao F . + 0 { c 3 / 2 ) ( V . 1 0 8 )A r e l  r e l
a n d  F =  F ~ K +  0 ( c 3 / 2 ) ( V . 1 0 9 )r e l  r e l  A ' '
( 5 5 )
F a l k e n h a g e n ,  K r a e f t  a n d  E b e l i n g  u s i n g  a  t h e o r e t i c a l  e q u a t i o n  f o r  K ^  ( K ^ t b ) )
/ Of\
d e r i v e d  b y  E b e l i n g  t h e n  o b t a i n  a n  e x p r e s s i o n  f o r  F ^ e l  f r o m  ( 1 0 9 ) .
A  f i n a l  c o n d u c t a n c e  e q u a t i o n  b a s e d  o n  t h e  C h e m i c a l  M o d e l  i s  t h e n  r e a d i l y  o b t a i n e d  
f r o m  ( 101)
Aequiv  = Ao ~ S ^ ) h  + E ( c Y) In ( c y )  + B ( b ) c y  -  f 2 c y  Aequiv (V.110)
w h e r e  b ’ (b )  =  F e l (b ) “  Ao F r e i < b ) ( V . l l l )
f o r  k a )
1
A =  A ( A o , B  ,I<A ) w h e r e  K ^  i s  u s e d  a s  a  v a r i a b l e  p a r a m e t e r .
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SECTION 5 THE MURPHY-CCHIBN EQUATION (1 9 7 0 )
T h e  e q u a t i o n  o f  M u r p h y  a n d  C o h e n  w a s  t b e  f i r s t  c o n d u c t a n c e  e q u a t i o n
t o  b e  d e r i v e d  w h i c h  w a s  s u i t a b l e  f o r  u s e  w i t h  s o l u t i o n s  c o n t a i n i n g  a  s i n g l e  
s y m m e t r i c a l  o r  u n s y m m e t r i c a l  e l e c t r o l y t e .  I n  t h e  d e r i v a t i o n  M u r p h y  a n d  C o h e n  f o l l o w  
i n  g e n e r a l  o u t l i n e  t h a t  o f  F u o s s  a n d  O n s a g e r  ( 1 9 5 7 ) ,  e x t e n d i n g  i t  t o  t h e  m o r e  
g e n e r a l  c a s e ;  h o w e v e r ,  i m p r o v e d  m a t h e m a t i c a l  t e c h n i q u e s  a r e  u s e d  t h r o u g h o u t ,  a n d  
a  new  e x p r e s s i o n  i s  u s e d  f o r  t h e  e q u i l i b r i u m  d i s t r i b u t i o n  f u n c t i o n .
E q u i l i b r i u m  D i s t r i b u t i o n  F u n c t i o n
F ro m  t h e  c l u s t e r  e x p a n s i o n  t h e o r y  o f  M a y e r U 7 )   ^ M u r p h y o b t a i n s  an  
e x p r e s s i o n  f o r  t h e  e q u i l i b r i u m  d i s t r i b u t i o n  f u n c t i o n  f ( r )  o f  t h e  f o r m
o n  a d e r i v a t i o n  u s i n g  t h e  BBGKY h i e r a r c h y  a n d  t h e  S c h m i t z  i t e r a t i o n  p r o c e d u r e ) .
n . n . e  i i  13  J ( V . 1 1 2 )
w h e r e Z P  (Bk) +  y } ?  ^ (Bk)  2 +J **• J x ( V . 1 1 3 )
y(l)
j i z,z. (e Kr/xr)X J ( V .  1 1 4 )
y(2)
j i z±z { {z± + Zj)C f x (Kr) + K2 f 2(Kr) > ( V . 1 1 5 )
f - f t r )  =  ( 1 / 4 )  {  - l n ( 3 ) ( e  Kr/ K r )  +  ( e K r / x r )  E i ( - 3 x r )  -  ( e  ^ / x r ) E i  ( ~ x r )  }
( V .  1 1 6 )
a n d f 2 ( r )  =  ( 1 / 8 )  { I n  ( 3 )  e ~ Kr +  | I n ( 3 ) - 4 / 3 | ( e “ K r / x r )  +  ( 4 / 3 )  ( e ~ 2lcr/ x r )
-  ( 1 - x r )  ( e K r / x r )  E i  ( - 3 x r ) +  ( 1 + x r )  ( e  K r / x r ) E i ( - x r ) }
( V . 1 1 7 )
( c f .  1 1 . 1 3 )
I t  c a n  b e  s e e n  t h a t ,  a l t h o u g h  o b t a i n e d  b y  a  d i f f e r e n t  m e t h o d ,  t h e  e x p r e s s i o n
f o r  f ? .  i s  a l m o s t  i d e n t i c a l  t o  t h a t  o b t a i n e d  i n  P a r t  I I  o f  t h i s  t h e s i s  ( b a s e d  3 x
A s  i n  t h e  K r a e f t , K r e m p  a n d  E b e l i n g  d e r i v a t i o n ,  t h e  h i g h e r  p o w e r s  o f  a r e
l e f t  u n s c r e e n e d  b y  t h e  e x p o n e n t i a l  t e r m  e  K r , w hen t h e  e x p o n e n t i a l  t e r m  i n  ( 112) 
i s  e x p a n d e d .
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S i n c e  t h e  f u l l  e x p o n e n t i a l  f o r m  o f  f ? .  i s  r e t a i n e d  i n  t h e  c a l c u l a t i o n  o f  b o t hD i
t h e . r e l a x a t i o n  a n d  t h e  e l e c t r o p h o r e t i c  t e r m s ,  t h e  f i n a l  c o n d u c t a n c e  e q u a t i o n  
i s  a  P h y s i c a l - P r i m i t i v e  M o d e l  e q u a t i o n  c o n t a i n i n g  t e r m s  e q u i v a l e n t  t o  a n d
Qb ( b )  i n  t h e  PPM e q u a t i o n .  T h e  t e r m  ( b )  i s  c l o s e  t o  t h a t  o b t a i n e d  b y  F u o s s ,  
O n s a g e r  a n d  S k i n n e r ;  h o w e v e r ,  t h e  e l e c t r o p h o r e t i c  t e r m  ( b )  d i f f e r s  f r o m  t h a t  
o f  F u o s s , O n s a g e r  a n d  S k i n n e r ,  b e i n g  i n  e x a c t  a g r e e m e n t  w i t h  t h e  e x p r e s s i o n  
d e r i v e d  i n  t h i s  w o r k  ( I V . 7 ) .
U n f o r t u n a t e l y  i t  i s  n o t  p o s s i b l e  t o  c o n v e r t  t h e  g e n e r a l  f o r m  o f  t h e  M u r p h y -  
C o h e n  e q u a t i o n  i n t o  a  C h e m i c a l - M o d e l  e q u a t i o n ,  s i n c e  w i t h  u n s y m m e t r i c a l  s a l t s  
i o n - a s s o c i a t i o n  w i l l  t a k e  p l a c e  i n  t w o  o r  m o r e  s t a g e s ,  a n d  w i l l  l e a d  t o  t h e  
c r e a t i o n  o f  new  c h a r g e - c a r r y i n g  s p e c i e s ,  h e n c e  t h r e e  o r  m o r e  i o n i c  s p e c i e s  
w i l l  now b e  p r e s e n t  i n  t h e  s o l u t i o n .  M u r p h y  a n d  C o h e n  h a v e  s o l v e d  t h e  O n s a g e r  
C o n t i n u i t y  e q u a t i o n  f o r  t h e  l i m i t e d  c a s e  w h e r e  o n l y  t w o  s p e c i e s  a r e  p r e s e n t .  F o r  
s y s t e m s  w h e r e  b  i s  l a r g e ,  o r  c o v a l e n t  f o r c e s  a r e  s i g n i f i c a n t ,  a n d  t h e  P h y s i c a l  
M o d e l  b r e a k s  d o w n ,  i t  i s  n o t  p o s s i b l e  t h e r e f o r e  t o  e x t e n d  t h e  r a n g e  a n d  s c o p e  
o f  t h e  e q u a t i o n  b y  c o n v e r s i o n  i n t o  a  C h e m i c a l  M o d e l  f o r m .
133
SECTION 6 THE CARMAN EQUATION (1 9 7 5 )
I n  a  s e r i e s  o f  t h r e e  p a p e r s G / Z O r 7 8 )  c a r m a n , a n d  C a r m a n  & L a u r i e ,  d e v e l o p e d  
a n d  t e s t e d  a  new  c o n d u c t a n c e  e q u a t i o n  f o r  s y m m e t r i c a l  e l e c t r o l y t e s ,  t h e  p r i n c i p l e  
a i m  o f  t h i s  w o r k  b e i n g  t o  o b t a i n  R e l a x a t i o n  a n d  E l e c t r o p h o r e t i c  t e r m s  b a s e d  
o n  a  m o r e  r i g o r o u s  s o l u t i o n  o f  t h e  O n s a g e r  C o n t i n u i t y  E q u a t i o n  t h a n  t h a t  u s e d  
i n  t h e  e q u a t i o n s  o f  P i t t s ,  F u o s s  a n d  O n s a g e r ,  K r a e f t  a n d  E b e l i n g  a n d  M urphy a n d  
C o h e n .  T o  a c h i e v e  t h i s ,  n u m e r i c a l  m e t h o d s  w e r e  u s e d  t o  s o l v e  t h e  C o n t i n u i t y  
E q u a t i o n .  I t  w a s  h o p e d  t h a t  t h e  f i n a l  e q u a t i o n ,  c o n t a i n i n g  t h e s e  m o r e  e x a c t  
e x p r e s s i o n s  f o r  AX a n d  A e l ,  w o u l d  b e  a p p l i c a b l e  t o  a  w i d e r  c o n c e n t r a t i o n  r a n g e  
t h a n  p r e v i o u s  e q u a t i o n s .
B e f o r e  d i s c u s s i n g  t h e  t r e a t m e n t  b y  C a rm a n  o f  t h e  O n s a g e r  C o n t i n u i t y  E q u a t i o n  
w e c o n s i d e r  o t h e r  d i f f e r e n c e s  b e t w e e n  t h i s  d e r i v a t i o n ,  a n d  t h o s e  d e s c r i b e d  a b o v e .
( i )  B o u n d a r y  C o n d i t i o n s  u s e d
C a rm a n  u s e s  t h e  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  o f  P i t t s
( i i )  E x p r e s s i o n  u s e d  f o r  v ±
C a rm a n  a s s u m e s  t h a t  v .  =  w f 1 * ( V . 1 1 8 )
i  3
w h e r e  W +  i s  t h e  s o l v e n t  v e l o c i t y  a t  r  f r o m  a  j - i o n  d u e  t o  t h e  m o t i o n  o f
t h i s  i o n  . ( s e e  P a r t  I I I  s e c t i o n  1  p g .  CA- —  4 s  ) .
F r o m  ( I I I .  1 4 )  t h e  r a d i a l  c o m p o n e n t  o f  w j ’14 i s  g i v e n  b y ;
( 1 )  /■ 3 b i  \\r) 1 =  —1 )  C o s  9 ( V .  1 1 9 )
3  6 ttti 2 r  2 r
w h e r e  b^ i s  t h e  h y d r o d y n a m i c  r a d i u s  o f  t h e  j - i o n .  T h e  s e c o n d  t e r m  i s  a s s u m e d
t o  b e  s m a l l  a n d  i s  t h e r e f o r e  n e g l e c t e d ,  h e n c e
ro X ( e .  — e . )  b
(V .  -  V . ) . f  =  -     3— —  C o s  0 .  ( V .  1 2 0 )
4irn r
T h e  u s e  o f  t h i s  e x p r e s s i o n  w i l l  b e  d i s c u s s e d  i n  S e c t i o n  8 .
T h e  O n s a g e r  C o n t i n u i t y  E q u a t i o n
We- now  o u t l i n e  t h e  C a rm a n  m e t h o d  f o r  s o l v i n g  t h e  O n s a g e r  C o n t i n u i t y  E q u a t i o n ,  
a n d  c o m p a r e  i t  w i t h  t h a t  u s e d  i n  P a r t  I I  ( a n d  i n  t h e  P i t t s ,  F u o s s - O n s a g e r , K r a e f t  & 
E b e l i n g  a n d  M u r p h y - C o h e n  e q u a t i o n s ) .
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F r o m  e q u a t i o n  1 1 . 4 2  i t  c a n  r e a d i l y  b e  s e e n  t h a t  t h e  O n s a g e r  E q u a t i o n  l e a d s  
t o  a  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n  o f  t h e  f o r m
41 V  ni ei ^  ... ■ « ... X 1 ®i / ™(o)  ^ n.d)A p .  -  \  — — ( e . i o . p .  — e . w . p . )  = \  —  ( T '  ( r , 8) +  t  ( r , 9 )
3 DkT /  . (o ,+ to .  3 3 3 1 /  . n .i=l 1 3 i=l 3 io)
* +  T u ;  ( r , 0) )
( V . 121)
t i
F o r  s y m m e t r i c a l  e l e c t r o l y t e s  p .  =  p .  =  p  ( V . 1 2 2 )X J
henCS a 2 2 „(o) . „(1) . „ (2)A p  -  q  k p  =  H +  H +  H ( V . 1 2 3 )
w h e r e  H ( t )  =  e ±  T ( t ) f a  ( t  =  0 , 1 , 2 )  ( V . 1 2 4 )
— i + l  
2
a n d  q p  q  f ° r  SYrninetr3-c a L e l e c t r o l y t e s .
H a n d  H ^  a r e  kno w n f u n c t i o n s  o f  r  a n d  8 ,  a r i s i n g  f r o m  t h e  e x t e r n a l
f i e l d ,  a n d  h y d r o d y n a m i c  t e r m s  ( s e e  11.66 a n d  1 1 . 8 7 ) ;  < 2  ^ h o w e v e r ,  i s  a  f u n c t i o n  
o f  f j d ( r , 0 )  ( s e e  1 1 . 8 9 ) .
(2)F o r  s y m m e t r i c a l  e l e c t r o l y t e  s o l u t i o n s  we c a n  w r i t e  H i n  t h e  f o r m
Z 2 ) =  k  V p ( r , 8) / r 2 ( w h e r e  k  i s  a  c o n s t a n t )  ( V . 1 2 5 )
t h u s
A p  -  , V p  =  H *0 ' 1 ’ +  H < ° - 2 )  +  h ' 1 ' 1 ' +  H ( 1 ' 2 )  +  k  V p / r 2
( V .  1 2 6 )
w h e r e  H ^  a n d  H ^  h a v e  e a c h  b e e n  s p l i t  i n t o  tw o  p a r t s ,  c o r r e s p o n d i n g  t o
t h e  f i r s t  t w o  t e r m s  i n  t h e  e x p a n s i o n  o f  f ? .  p r e s e n t  i n  t h e s e  f u n c t i o n s .3 fc
S o l u t i o n  o f  E q u a t i o n  ( 1 2 6 )
( i )  M e t h o d  u s e d  i n  t h i s  w o r k
I n  o b t a i n i n g  a n  e x p r e s s i o n  f o r  p t h e  f o l l o w i n g  m e t h o d ,  u s e d  o r i g i n a l l y
b y  P i t t s ,  a n d  l a t e r  b y  F u o s s - O n s a g e r  e t c . ,  h a s  b e e n  f o l l o w e d  i n  t h e  p r e s e n t
w o r k  ( t h e  t e r m  Y r a t h e r  t h a n  p  i s  d e t e r m i n e d  f o r  t h e  m o r e  g e n e r a l  c a s e ,  b u t  
P
t h e  m e t h o d  i s  e n t i r e l y  a n a l o g o u s ) .
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L e t  p  =  p ' ~ ' x ' +  p ^ ' * '  +  p ' i , x ;  +  p * 1 ' 2 * -l- p * 2 * ( V .  1 2 7 )
w h e r e
( V .  1 2 8 )  
( V . 1 2 9 )  
( V . 1 3 0 )  
( V . 1 3 1 )  
( V . 1 3 2 )
S i n c e  H * 0 ' 1 * ,  H * ° ' 2 * ,  h *1 ' 1 * a n d  h *1 ' 2 * a r e  know n f u n c t i o n s  o f  r  a n d  0 ,  
e q u a t i o n s  ( 1 2 8 )  t o  ( 1 3 1 )  c a n  b e  s o l v e d  d i r e c t l y ;  h o w e v e r ,  ( 1 3 2 )  m u s t  b e  
s o l v e d  b y  t h e  m e t h o d  o f  s u c c e s s i v e  a p p r o x i m a t i o n s .
l e t  p < 2 > -  p < 2 . ° . D  +  p ( 2 , 0 , 2> +  p ( 2 , l , l )  +  p ( 2 , l , 2) +  p (2 , 2) ( v l 3 3 )
( 0,
 
1)  +  p ( 0 , 2 ) * 1 ' 1 *
2 2 1(A -  q  k  )
( 0 , 1 )
P  ss II *0 , : L * ( r , 0)
(A -  q 2 K 2 ) p * 0 ' 2 * = H  *0 / 2 * ( r , 0 )
(A -  q 2 K 2 ) p * 1 ' 1 * - H * 1 ' 1 * ( r , 0 )
t » 2 2 .
(A -  q  K  ) p * 1 ' 2 * = H ( 1 ' 2 * ( r , 0)
* * 2 2, 
(A -  q  k  )
(2)
P k  V  p / r 2
w h e r e
(A -  q 2K2 ) p * 2 , ° f l )  _  k  V p ( 0 , l )  ^ 2  ( V .  1 3 4 )
(A -  q 2K2 ) p * 2 ' 0 ' 2 * =  k y p *0 ' 2 * / r 2 ( V .  1 3 5 )
e t c .
h e n c e
p  =  p * 0 ' 1 * +  P * ° ' 2 * +  p * 1 ' 1 * +  p * 1 ' 2 * +  p (2 / ° / l )  +  p  (2  , 0 ,  2 )  +  p  ( 2 , 1 , 1 )
+  p  (2 , 1 ,  2 )  +  p ( 2 , 2 )  ( V .  1 3 6 )
(2 2)
p '  c o u l d  i n  p r i n c i p l e  b e  f u r t h e r  e v a l u a t e d  b y  l e t t i n g
p <2,2) .  p ( 2 , 2 , 0 , l )  + p ( 2 , 2 , 0 , 2 )  + ...............  ( v l 3 7 )
F r o m  t h e  c h a r g e  d e n s i t y  p e r t u r b a t i o n  t e r m  ( p ) ,  t h e  R e l a x a t i o n  f i e l d  AX
i
a n d  t h e  a s y m m e t r i c  e l e c t r o p h o r e t i c  v e l o c i t y  t e r m  A e l  c a n  b e  c a l c u l a t e d  
d i r e c t l y .  C o r r e s p o n d i n g  t o  t h e  b r e a k d o w n  o f  p i n t o  p * 0 ' 1 * ,  p * 0 ' 2 * e t c .  l e t
A X  =  A X * 0 ' 1 * +  A X * 0 ' 2 * +  a x *1 ' 1 * +  A X * 1 ' 2 * +  A X * 2 '0 ' 1 * -I- A X * 2 '0 ' 2 *
+  A X * 2 ' 1 ' 1 * +  A X * 2 ' 1 ' 2 * +  A X * 2 ' 2 * ( V .  1 3 8 )
3 2
d r o p p i n g  t e r m s  «  ( 0 k )  a n d  p k ( 0 k )  ( s e e  T a b l e  1 ) ,  we h a v e
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AX =  AX^0 / 1  ^ +  A X * 0 ' 2  ^ +  a x  '  i )  +  a x ( 2 , 0 , 1 )  ( V . 1 3 9 )
w h i c h  i s  t h e  f o r m  u s e d  i n  P a r t  I I  a n d  i n  t h e  e q u a t i o n s  o f  P i t t s ^  a n d
(2)
F u o s s - O n s a g e r ' ' .
F o r  t h e  a s y m m e t r i c  e l e c t r o p h o r e t i c  t e r m  l e t
A e l  =  A e l ( 0 / 1 )  +  A 4 l ( 0 ' 2 )  +  ................. ( V .  1 4 0 )
2
i n  t h i s  c a s e  a l l  t e r m s  b u t  t h e  f i r s t  a r e  «  px (Bk ) a n d  h i g h e r  p o w e r s  o f  
Bk ( s e e  T a b l e  1 ) ;  we t h e r e f o r e  r e t a i n  o n l y  t h e  f i r s t  t e r m ,  t h u s
A e l  =  A e l ( 0 , 1 )  ( V . 1 4 1 )
T h e  f i n a l  c o n d u c t a n c e  e q u a t i o n  f o r  s y m m e t r i c a l  e l e c t r o l y t e s  t h e n  h a s  
t h e  f o r m
A =  Ao ( 1  +  ( A X ( 0 / 1 )  +  A X ( 0 / 2 )  +  A X ( 1 , 1 )  +  A X ( 2 ' 0 , 1 )  ) / X
-  A e l  -  A e l ( 0 , 1 )  ( V . 1 4 2 )
( i i )  T h e  M e t h o d  o f  C a rm a n
A g a i n  t h e  s t a r t i n g  p o i n t  i s  e q u a t i o n  ( 1 2 6 )
A p  -  q 2x 2 p  =  H ( 0 , 1 )  +  H (° ' 2 )  +  +  h ( 1 , 2 )  +  k  Vp / r 2 ( V . 1 4 3 )
L e t  p *  b e  t h e  e x a c t  s o l u t i o n  o f  ( 1 2 6 ) ,  r a t h e r  t h a n  t h e  s o l u t i o n ,  a c c u r a t e  
2
up t o  t e r m s  «  (B k ) ,  o b t a i n e d  a s  e 
r e a r r a n g i n g  ( 1 2 6 )  we t h e n  o b t a i n
a b o v e  b y  t h e  m e t h o d  o f  s u c c e s s i v e  a p p r o x i m a t i o n s
(A -  q 2K2 -  k / r 2 7 )  p *  =  h ’ 0 ' 1 * +  H ( 0 ' 2 * +  Z 1 ' 1 ) +  H ( 1 ' 2 * ( V . 1 4 4 )
now l e t  p *  =  p * 0 j l )  +  p.J0 ; 2 )  +  p ^ i )  +  P t l , 2) ( V . 1 4 5 )
w h e r e
( A -  q 2x 2 -  ( k / r 2 ) V) P ’j 0 / 1 }  =  H ( 0 , 1 )  
( A -  q 2x 2 -  ( k / r 2 ) V) P ' j0 / 2 }  =  H ( 0 ' 2 )
( V . 1 4 6 )  
( V . 1 4 7 )
( A -  q 2K2 -  ( k / r 2 ) V) P*( l f l )  =  H ( 1 , 1 )  ( V .  1 4 8 )
( A -  q 2x 2 -  ( k / r 2 ) V )  P ^ l f 2 )  “  h ( 1 ' 2 ) ( V . 1 4 9 )
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E x a c t  e x p r e s s i o n s  f o r  t h e  R e l a x a t i o n  f i e l d  A X ,  an d  t h e  a s y m m e t r i c  e l e c t r o p h o r e t i c
I
v e l o c i t y  A w o u l d  b e  d i r e c t l y  o b t a i n a b l e  f r o m  p * , l e t  t h e s e  e x a c t  e x p r e s s i o n s  
b e  A X * a n d  A * ^ . U n f o r t u n a t e l y ,  e q u a t i o n s  ( 1 4 6 - 1 4 9 )  c a n n o t  b e  s o l v e d  a n a l y t i c a l l y  
a n d  n u m e r i c a l  m e t h o d s  a r e  u s e d  b y  C a r m a n t o  s o l v e  t h e s e  e q u a t i o n s  a n d  t o  
o b t a i n  t h e  v a l u e s  o f  AX* a n d  A *4 a s  t h e y  v a r y  w i t h  tea, b  a n d  q .
F ro m  a b o v e  ( I I I . 1 1 8 )  w e c a n  s e e  t h a t  f o r  s y m m e t r i c a l  e l e c t r o l y t e s ;
A =  A o ( 1  +  A X * / X )  -  A e l  -  A * ,  ( V . 1 5 0 )e l
w h e r e  A ^  i s  t h e  s y m m e t r i c  e l e c t r o p h o r e t i c  t e r m  ( f r o m  )
( 1 5 0 )  m ay b e  r e - w r i t t e n  i n  t h e  f o r m
A =  A o (1  +  A X * / X )  A ° .  -  6 Ao A „  * ( V . 1 5 1 )el Jo
w h e r e  6 =  l / O T r r d i o ^  +  w2 ) )  a n d  Ag  =  A ^ j / P  ( V . 1 5 2 )
C o r r e s p o n d i n g  t o  t h e  c h a r g e  d e n s i t y  p e r t u r b a t i o n  t e r m s  p* ;_  . ,  ,  p * , -  e t c .  
l e t
“ * "  “ *(0,1) -  “ 10,2) + “ *1,1) + “ *(1,2) <V' 153>
a n d
AE AE ( 0 , 1 )  +  AE ( 0 , 2 )  +  AE ( 1 , 1 )  +  AE ( 1 , 2 )  ( V . 1 5 4 )
L e t t i n g  G {Qf l )  AE (0 , 1 ) /  (A X *(0 , 1 ) / X )  '  ( V . 1 5 5 )
G* (0,2) “ AE(0,2)rtAX*(0,2)/X> (V*156)
e t c .
t h e  c o n d u c t a n c e  e q u a t i o n  m ay b e  w r i t t e n  a s
A =  A o -  A ° x +  A o ( A X * (0 ; 1) / X ) ( l  -  6 G * 0 ; 1 ) ) +  Ao (AX*( 0 ;  2) / X )  (1  -  «  G * Q _ 2 ) )
+  A o ( A X ^ 1 ( 1 ) / X ) ( l  -  «  G * 1 ( 1 )  ) +  A o (A X *(1 i 2) / X ) ( 1  -  6 G*( l r 2 ) )
(V .1 5 7 )
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Now l e t AX* ~ AX(0,1) G10 w h e r e  A X ^  i s  t h e  a n a l y t i c a l(0,1)
2
s o l u t i o n  o f  ( 1 4 6 )  o b t a i n e d  i f  t h e  t e r m  k / r  V p *  i s  o m i t t e d  ( t h i s  i s  o f  c o u r s e  
t h e  t e r m  o b t a i n e d  u s i n g  m e t h o d  ( i )  a b o v e ) .
C a r m a n  now  a s s u m e s (7) t h a t
AX* (0,2)
AX* (0,1)
AX (0,2)
AX (0,1)
( V . 158)
AX* (1,1)
AX* (0,1)
AX (1,1)
AX (0,1)
( V . 159)
a n d
AX* (1,2)
AX* (0,1)
AX (1,2)
AX (0,1)
(V.160)
h e n c e  G2 ,  G3 a n d  c a n  b e  o b t a i n e d  a n a l y t i c a l l y .  
I t  i s  a l s o  a s s u m e d  t h a t
(0,1)
E ( 0 , 1 )
AX*(o ,i ) / x
Aal(0 ,D
A X (0 , l / X
(0,1) (V .161)
(0,2)
AB(0,2)
AX*(0,2)
A e l (° ' 2 )
AX(0,2)/X
( 0 , 2 )  e t c .  ( V , 1 6 2 )
o n l y  A e l ( 0 , l )  ( a n d  t h e r e f o r e  G ) c a n b e  o b t a i n e d  a n a l y t i c a l l y " ,  G ^  2  ^ ,
G(1 1) a n ^  G(1 2) m u sb  b e  f ° u n d  b e  n u m e r i c a l  m e a n s .
U s i n g  t h e s e  t e r m s
A Ao  Ae l  + (AX {0#1) / X )  Ao G1 q [ (1 -  + G2 (1 -  6G(o ,2 )^
+  G3 ( l  -  ( 3 . , ! ) )  +  G 4 (1 “  6G ( 1 , 2 ) ) ^ (V .163)
/7 70)
G1 0 '  G ( 0  2 ) '  G (1  1 )  G ( 1  2 )  a r e  9^-v e n  b Y C a r m a n '  ' i n  t h e  f o r m  o f
n u m e r i c a l  t a b l e s , w i t h  t h e  ' G '  t e r m  v a l u e s  g i v e n  f o r  v a r i o u s  v a l u e s  o f  K a ,  b  
a n d  q .
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SECTION 7 THE Q U IN T -V IA LL A R D  EQUATION
' F o l l o w i n g  t h e  g e n e r a l  m a t r i x  m e t h o d s  o f  O n s a g e r  a n d  K i m '  , Q u i n t  a n d  V i a l l a r d
/ O \
i n  a  s e r i e s  o f  p a p e r s  h a v e  e x t e n d e d  t h e  F u o s s - O n s a g e r  e q u a t i o n  t o  t h e  m i x e d  
e l e c t r o l y t e  c a s e ,  w h e r e  a n y  n u m b e r  o f  i o n i c  s p e c i e s ,  o f  a n y  v a l e n c y  t y p e  a r e  
p r e s e n t  i n  a  s o l u t i o n .
I t  h a s  b e e n  s h o w n * 1 0 1 * t h a t  t h e  Q u i n t - V i a l l a r d  e q u a t i o n  c a n  r e a d i l y  b e  e x t e n d e d  
f o r  u s e  w i t h  s o l u t i o n s  c o n t a i n i n g  a s s o c i a t e d  u n s y m m e t r i c a l  e l e c t r o l y t e s  i n  t h e  
m a n n e r  d e s c r i b e d  b e l o w  ( P a r t  V I I I ) . T h e  p a p e r  o f  Q u i n t  a n d  V i a l l a r d  i s  i m p o r t a n t  
i n  r e p r e s e n t i n g  t h e  f i r s t  a t t e m p t  t o  o b t a i n  a  g e n e r a l  s o l u t i o n  o f  t h e  O n s a g e r  
C o n t i n u i t y  e q u a t i o n  w h e r e  a l l o w a n c e  i s  m a d e  f o r  f i n i t e  i o n  s i z e .
(2 3 )
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SECTION 8 FUNDAMENTAL DIFFERENCES BETWEEN E X IS T IN G  EQUATIONS
I t  c a n  b e  s e e n  f r o m  t h e  p r e v i o u s  s e c t i o n s  t h a t  m any o f  t h e  d i f f e r e n c e s  
b e t w e e n  t h e  e x i s t i n g  c o n d u c t a n c e  e q u a t i o n s  a r e  m e r e l y  t h e  r e s u l t  o f  v a r i a t i o n s  
i n  m a t h e m a t i c a l  t e c h n i q u e ?  h o w e v e r ,  o n  t h r e e  p o i n t s  f u n d a m e n t a l  d i f f e r e n c e s  
o c c u r  i n  t h e  i n t e r p r e t a t i o n  o f  t h e  b a s i c  c h a r g e d  s p h e r e  m o d e l .
( 1 )  i n  t h e  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  u s e d  t o  s o l v e  t h e  O n s a g e r  C o n t i n u i t y  E q u a t i o n .
( 2 )  I n  t h e  e x p r e s s i o n  u s e d  f o r  t h e  s o l v e n t  v e l o c i t y  ( v ^ )  a t  t h e  s i t e  o f  an  i - i o n ,
a n d  ( 3 )  i n  t h e  u s e  o f  e i t h e r  a  P h y s i c a l  o r  a  C h e m i c a l  M o d e l  f o r  t h e  s y s t e m .
( 1 )  B o u n d a r y  C o n d i t i o n s
I n  t h e  e q u a t i o n s  o f  P i t t s ,  a n d  o f  C a r m a n ,  a n d  i n  t h e  p r e s e n t  w o r k ,  t h e
» n \
b o u n d a r y  c o n d i t i o n  f . . ( a )  =  0 ,  i n t r o d u c e d  b y  P i t t s '  ,  i s  u s e d .  A l l  o t h e r
J x
e q u a t i o n s  u s e  t h e  F u o s s - O n s a g e r  b o u n d a r y  c o n d i t i o n  ( {  -  v i j  ’^ r ^ a  = o  ) .
We h a v e  s e e n  i n  s e c t i o n  2 h o w e v e r ,  t h a t  t h i s  b o u n d a r y  c o n d i t i o n  i s  n o t  s u i t a b l e  
f o r  u s e  w i t h  t h e  P r i m i t i v e  M o d e l  ( P M ) . A c o n d u c t a n c e  e q u a t i o n  c a n  o f  c o u r s e  b e  
d e r i v e d  u s i n g  t h i s  c o n d i t i o n ,  b u t  t h e  s i g n i f i c a n c e  o f  t h e  d i s t a n c e  p a r a m e t e r  a  
m u s t  b e  r e - e x a m i n e d ;  a  i s  n o  l o n g e r  t h e  c o n t a c t  d i s t a n c e  b e t w e e n  t w o  i o n s ,  r e p r e s e n t e d  
a s  r i g i d  s p h e r e s ,  b u t  i s  t h e  d i s t a n c e  b e t w e e n  t h e  i o n s  a t  w h i c h  t h e  r a d i a l  
c o m p o n e n t  o f  t h e  n e t  r e l a t i v e  v e l o c i t y  i s  z e r o  i n  t h e  p e r t u r b e d  s t a t e .
T h e  P i t t s  b o u n d a r y  c o n d i t i o n  i s  t h e  c o r r e c t  c o n d i t i o n  f o r  u s e  w i t h  t h e  
c h a r g e d ,  r i g i d  s p h e r e  m o d e l ,  a n d  f o r  t h a t  r e a s o n  h a s  b e e n  u s e d  i n  t h i s  w o r k  i n  
d e r i v i n g  t h e  PM e q u a t i o n s .
( 2 )  E x p r e s s i o n  u s e d  f o r
T h e  m o s t  d i f f i c u l t  p r o b l e m  e n c o u n t e r e d  i n  d e r i v i n g  a n y  c o n d u c t a n c e  e q u a t i o n  
i s  t o  f i n d  a s a t i s f a c t o r y  e x p r e s s i o n  f o r  ( v ^  -  V j ) . r ,  t h e  r a d i a l  c o m p o n e n t  o f  
t h e  r e l a t i v e  s o l v e n t  v e l o c i t y  a t  t h e  s i t e s  o f  t h e  i  a n d  j - i o n s .
I t  h a s  b e e n  s e e n  a b o v e  t h a t  f o u r  e x p r e s s i o n s  h a v e  b e e n  u s e d  f o r  t h e  t e r m  v ^ ,
( 1 )  i n  t h e  P i t t s  e q u a t i o n ,  a n d  i n  t h i s  w o r k  =  u ^ e  i  ,  ( V . 1 6 6 )
( 2 )  i n  t h e  F u o s s - O n s a g e r ,  F u o s s , O n s a g e r  & S k i n n e r ,
a n d  M u r p h y - C o h e n  e q u a t i o n s  v ^  =  v / j 1 * +  ( V . 1 6 7 )
( 3 )  i n  t h e  K r a e f t - E b e l i n g  e q u a t i o n  =  0  ( V . 1 6 8 )
a n d  (4 ) i n  t h e  C arm an  e q u a t io n  = w Q )  (V .1 6 9 )
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(7 )C a rm a n , h o w e v e r ,  s u g g e s ts  t h a t  t h e  f u l l  a nd  c o r r e c t  e x p r e s s io n  s h o u ld  b e
Vl -  + >  + w<2> + ui e l ( V . 1 7 0 )
F r o m  F i g .  21 t h e  o r i g i n s  o f  t h e  t h r e e  t e r m s  » Wj  ^  a n d  Ui e  a r e  r e a d i i y  s ® e a ,
w j X  ^ b e i n g  d u e  t o  t h e  m o t i o n  o f  t h e  j - i o n  t h r o u g h  t h e  s o l u t i o n ,
(2)W j t o  t h e  m o t i o n  o f  t h e  i o n s  c o n s t i t u t i n g  t h e  a t m o s p h e r e  o f  t h e  j - i o n  a n d  
u ^ e  t o  t h e  m o t i o n  o f  t h e  i o n s  m a k i n g  u p  t h e  a t m o s p h e r e  o f  t h e  i - i o n .
I n  f a c t ,  u s e  o f  (170) i s  i n c o r r e c t ,  s i n c e  i t  r e s t s  on  t h e  a s s u m p t i o n  t h a t
e f f e c t s  a r i s i n g  f r o m  t h e  p r e s e n c e  o f  e a c h  i o n - a t m o s p h e r e  m a y  b e  s u p e r i m p o s e d .  
u ^ e  a n d  Wj( 1 )  a r e  b o t h  c a l c u l a t e d  i n d e p e n d e n t l y ,  m a k i n g  n o  a l l o w a n c e  f o r  t h e  
e x i s t e n c e  o f  t h e  o t h e r  i o n  a n d  i t s  a t m o s p h e r e .
L e t  P j / r 2 3 , r l 3 ^  b e  t b e  c b a r ? e  d e n s i t y  a t  a  p o i n t  r 3 w h en  w e h a v e  a
j - i o n  a t  r.^ a n d  a n  i - i o n  a t  r 2 ( s e e  F i g . 13 ) .
S u p e r p o s i t i o n  o f  t h e  t w o  i o n - a t m o s p h e r e s  i m p l i e s  t h a t
p j i ( r 2 3 ' r 13> “  Pi ( r 23> +  pj ( r 1 3 >
(V .  1 7 1 )
h o w e v e r
j i
n . . ,  e,  3i k  k n k (F j i k / F j i ) e k ( V .  1 7 2 )
t h u s
s
■ji = T v *  11 + igj k + gi k /  Fji>
k = l
( V . 1 7 3 )
Pj / r 2 3 ' r 13^  p / r 23^ +  P j ( r 1 3 ) } / ( 1  +  U j i ( r i 2 ^ (V.174)
t h u s  ( 1 7 1 )  i s  o n l y  c o r r e c t  i n  t h e  l i m i t  | y 1 2 1 00 '  w b e r e
a n d  a s  we h a v e  s e e n  a b o v e  ( P a r t  I I I  s e c t i o n  2 ) ,  f o r  v o l u m e  f o r c e s ,  o n l y  t h e  
a s y m p t o t i c  e x p r e s s i o n
v .  =  u .  i  (V . 1 7 5 )
x i e
(2)c a n  b e  c o n s i d e r e d  r i g o r o u s ;  u s e  o f  t h e  t e r m  w j  b e i n g  i n c o r r e c t .
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I t  i s  m o re  d i f f i c u l t  t o  d e c id e  o n  t h e  v a l i d i t y  o f  t h e  u s e  o f  t h e  e x p r e s s io n
v ± = w3(1) _
Xe.
6irr|
( 3 / 2 r b 2/ r 3 ) C o s  9 J (V .176)
f o r  t h e  s o l v e n t  v e l o c i t y  a t  r „  , w.*1 * i s  s i m p l y  t h e  v e l o c i t y  d u e  t o  t h e  m o t i o n
 ^ J
o f  t h e  j - i o n  ( s e e  P a r t  I I I  s e c t i o n  1 ) .
T h e  a u t h o r  o f  t h e  p r e s e n t  w o r k  r e j e c t s  t h e  u s e  o f  ( 1 7 6 )  o n  t h r e e  g r o u n d s .
( 1 )  S i n c e  t h e  s o l v e n t  v e l o c i t y  d u e  t o  v o l u m e  f o r c e s  i s  u n k n o w n  w h e r e  r  i s  s m a l l
i t  w o u l d  s e e m  i n c o n s i s t e n t  t o  r e t a i n  j u s t  o n e  p a r t  o f  t h e  t o t a l  v e l o c i t y ,  t h e
m o r e  p a r t i c u l a r l y  b e c a u s e  t h a t  p a r t  o f  t h e  v o l u m e  f o r c e  w h i c h  h a s  b e e n
n e g l e c t e d  ( t h e  p a r t  d u e  t o  t h e  a t m o s p h e r e  o f  t h e  j - i o n )  m ay b e  e x p e c t e d  t o
(1)g i v e  r i s e  t o  s o l v e n t  m o t i o n  o p p o s i t e  i n  d i r e c t i o n  t o  Wj .
(79)( 2 )  A s t a t i s t i c a l  m e c h a n i c a l  a n a l y s i s  b y  R e s i b o i s  a n d  H a s s e l l e - S c h u e r m a n s v' o f  
t h e  v e l o c i t y  f i e l d  e x i s t i n g  a b o u t  a  m o v i n g  i o n  h a s  s h o w n  t h a t ,  a l t h o u g h  t h e  
N a v i e r - S t o k e s  h y d r o d y n a m i c  e q u a t i o n  ( I I I . 3 )  i s  a p p l i c a b l e  t o  s u c h  s y s t e m s ,  
u n l i k e  t h e  s i t u a t i o n  f o r  a  m a c r o s c o p i c  s p h e r e  i n  a  c o n t i n u o u s  m e d i u m ,  
i t  i s  o n l y  c o r r e c t  w h e r e  r  i s  l a r g e , a n d  i n  f a c t  t h e  p a r a m e t e r  b j  c a n n o t  
b e  d i r e c t l y  e q u a t e d  w i t h  t h e  s i m p l e  h y d r o d y n a m i c  r a d i u s  o f  t h e  i o n .
( 3 )  T h e  e f f e c t  o f  u s i n g  ( 1 7 6 )  r a t h e r  t h a n  ( I I I . 9 2 )  i n  t h e  PM c o n d u c t a n c e  e q u a t i o n  
h a s  b e e n  e x a m i n e d ;  i t  i s  f o u n d  t h a t  u s e  o f  t h i s  t e r m  g r e a t l y  r e s t r i c t s  t h e  
c o n c e n t r a t i o n  r a n g e  o v e r  w h i c h  t h e  e q u a t i o n  c a n  b e  a p p l i e d .
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PART VI
TECHNIQUES FOR THE ANALYSIS OF CONDUCTANCE DATA
SECTION 1 AN ALYSIS  OF DATA FOR SYMMETRICAL ELECTROLYTES
We h a v e  o b t a i n e d  t h e o r e t i c a l  e q u a t i o n s  o f  t h e  f o r m
A e , u i v  =  f l A ° '  a '  V
f o r  t h e  e q u i v a l e n t  c o n d u c t a n c e  o f  a  s o l u t i o n  c o n t a i n i n g  a s i n g l e  s y m m e t r i c a l
e l e c t r o l y t e .  T o  d e t e r m i n e  A o ,  d  a n d  w e f i n d  t h e  v a l u e s  o f  t h e s e  t h r e e
p a r a m e t e r s  w h i c h  p r o d u c e  a  t h e o r e t i c a l  c u r v e  g i v i n g  t h e  b e s t  f i t  t o  t h e
m e a s u r e d  c o n d u c t a n c e  ( A e x p j ) a t  a  s e r i e s  o f  know n c o n c e n t r a t i o n s  o f  s o l u t e .e q u i v .
T h e  c r i t e r i o n  o f  ' f i t '  i s  t h a t  t h e  sum o f  t h e  s q u a r e s  o f  t h e  d i f f e r e n c e s  b e t w e e n
A a n d  A e x p ( a t  e a c h  c o n c e n t r a t i o n  s h o u l d  b e  a m in i m u m ^ 8 2 ' 8 3  ^ a n d  h e n c eequiv .  equiv .
t h a t  t h e  s t a n d a r d  d e v i a t i o n  a ( A )  i s  a l s o  a  m in im u m .
AexP . } 2/ n  _ l  yh ( V I . 2)
eq uiv .  P •
w h e r e  Np  =  t h e  n u m b e r  o f  e x p e r i m e n t a l  p o i n t s .
C o n s i d e r  a s y m m e t r i c a l  e l e c t r o l y t e  MX
Np,
o ( A )  =  {  V  ( AX  , eguiv
n= 1
A t  i n f i n i t e  d i l u t i o n ,  we a s s u m e  t h a t  t h e  s o l u t e  i s  c o m p l e t e l y  d i s s o c i a t e d  
t h e  s p e c i e s  Mn +  c 
b e t w e e n  t h e s e  s p e c i e s
i n t o  a n d  Xn . T h e  f o l l o w i n g  a s s o c i a t i o n  e q u i l i b r i u m  w i l l  e x i s t
Mn +  +  Xn “  = A MX ( V I .  3 )
t h u s  _  f MX~]
A " {VI‘ 4)
w h e r e  f  i s  t h e  a c t i v i t y  c o e f f i c i e n t  ( s e e  A p p e n d i x  1 1 )
f 2 .  e - e K / ( l + K d )  ( y I t 5 )
dr
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I f  y  = t h e  f r a c t i o n  o f  Mn +  a n d  Xn  io n s  e x i s t i n g  i n  a f r e e  s t a t e ,  t h e n
K „  _Q-_:-_jxl
■A y 2 c  f 2  ^ ( V I .  6)
t h u s  y  =  { ( 1  +  4 l Q f 2c ) ^  -  l } / 2 I Q f 2 c  ( V I . 7 )
f r o m  I I I . 1 5 8  a n d  t h e  f a c t  t h a t  A . =  y  A * we h a v e  t h a tequ iv .  j
A . =  y  {  A o ( l  +  C .  ( x d )  ek  +  C (Kd) ( e k ) +  C _ ( K d )  ( e k ) )e q u i v ■ 1 z 3
~ J   (1  +  C . (Kd) EK +  C „ ( K d ) ( £ K ) 2 ) > ( V I . 8)
( 1 + K d )  4 5
2 8uN e 2 | z | 2 c y
w h e r e  k =    ( V I .  9 )
1 0 0 0  DkT
t h e r e f o r e  ( 8) c a n  b e  w r i t t e n  a s
=  y  (Ao E f t c y )  +  Hv ( c y )  ) ( V I . 1 0 )
w h e r e  Eg =  e l e c t r o s t a t i c  t e r m s
a n d  Hy  =  h y d r o d y n a m i c  t e r m s .
E q u a t i o n s  ( 5 ) ,  ( 7 )  a n d  ( 1 0 )  c o n s t i t u t e  a  s e t  o f  t h r e e  e q u a t i o n s  f r o m  w h i c h
A . c a n  b e  o b t a i n e d  a s  a  f u n c t i o n  o f  c , A o , d , K , , D , T  a n d  n .  equiv .  ' ' '  A'
S i n c e  T , D , n  a n d  c  a r e  kno w n
A . =  f ( A o , d , K j  ( V I .  1 1 )equiv .  A
I n  t h e  p r e s e n t  w o r k  w e t a k e  a  s e r i e s  o f  d  v a l u e s  a n d  d e t e r m i n e  t h e  I Q  a n d  Ao  
v a l u e s  g i v i n g  t h e  b e s t  f i t  t o  t h e  e x p e r i m e n t a l  d a t a .  F o r  a  g i v e n  v a l u e  o f  d
A . =  f ( A o , K  ) ( V I . 1 2 )eq uiv .  A
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I f  w e t a k e  t h e  t o t a l  d i f f e r e n t i a l  o f  ( 1 2 )  w e o b t a i n
dA = OA/SAo) dAo + (3A/3K ) dKft (VI. 13)
h e n c e  f o r  s m a l l  b u t  f i n i t e  s t e p s
AA «  (3A/3Ao) AAo + (3A/3Ka ) AKft ( V I . 14)
Now f r o m  ( 6) a n d  ( 1 0 )
A . =  Ao E c ( c y )  +  Hv ( c y )  -  IC c y  f 2 A . ( V I .  1 5 )equ iv .  S 1' Y ' . A ' ± equiv .
2
t h u s  f , c y  A
( 3 A / 3 K  ) «  -  — ----------------( V I .  1 6 )
A (1 +  KA f £  c y )  ( V l . l b j
E G ( c y )
a n d  ( 3 A / 3 A o )  -  — —   5—  ( V I .  1 7 )
(1 +  K&f +  c y )
I f  i n i t i a l  ( e s t i m a t e d )  v a l u e s  o f  Ao a n d  I<A  a r e  c h o s e n ,  t h e n  l e t t i n g
AA = Aex p : -  A . ( V I . 18)equiv .  squ iv .
we c a n  now o b t a i n ,  v i a  t h e  ' n o r m a l  e q u a t i o n s '  ^8 3 / t h e  v a l u e s  o f  AAo a n d  AKA 
n e c e s s a r y  t o  c o r r e c t  t h e  e s t i m a t e d  v a l u e s  o f  Ao a n d  KA  t o  g i v e  t h e  b e s t  f i t  t o  
t h e  e x p e r i m e n t a l  d a t a .  S i n c e  (14) i s  n o t  a n  e x a c t  e q u a t i o n  we u s e  a n  i t e r a t i v e
1 1
p r o c e d u r e  ( l e t t i n g  Ao = Ao + AAo w h e r e  Ao i s  t h e  e s t i m a t e d  v a l u e ,  a n d  s i m i l a r l y  
Ka  =  Ka  +  AKa  e t c . )  t o  d e t e r m i n e  t h e  Ao a n d  KA v a l u e s  g i v i n g  t h e  m inim um  
s t a n d a r d  d e v i a t i o n  o f  t h e  t h e o r e t i c a l  a n d  e x p e r i m e n t a l  r e s u l t s .
1 4 6
SECTION 2 ANALYSIS  OF DATA FOR UN SYMMETRICAL ELECTROLYTES
/
C o n s i d e r  a s o l u t i o n  c o n t a i n i n g  a  s i n g l e  u n s y m m e t r i c a l  e l e c t r o l y t e  y X m
( w h e r e  m /  n )  . A s  i n  t h e  s y m m e t r i c a l  e l e c t r o l y t e  c a s e ,  we m ay a s s u m e  t h a t  a t
i n f i n i t e  d i l u t i o n  t h e  s o l u t e  w i l l  b e  c o m p l e t e l y  d i s s o c i a t e d  i n t o  t h e  s p e c i e s
Mm+ a n d  Xn '  ; we a l s o  a s s u m e  t h a t  a s  a r e s u l t  o f  t h e  e x i s t e n c e  o f  a  s e r i e s  o f
x  a s s o c i a t i o n  e q u i l i b r i a ,  w i t h  a s s o c i a t i o n  c o n s t a n t s  ,  K 12) , . . . , K ,
A  A  A
t h e r e  w i l l  b e  a t o t a l  o f  s  i o n i c  s p e c i e s  p r e s e n t  i n  t h e  s o l u t i o n  a t  f i n i t e  
c o n c e n t r a t i o n s .
F r o m  I I I . 1 5 3
r f u i v .  -  f ( K A U  KAX > ' a '  4  Xs> <v l - 1 9 >
a n d  w e may d e t e r m i n e  t h e s e  p a r a m e t e r s  b y  f i n d i n g  t h e  v a l u e s  w h i c h  g i v e  t h e  b e s t  
f i t  t o  t h e  e x p e r i m e n t a l  d a t a ,  t h a t  i s  w h e r e  t h e  s t a n d a r d  d e v i a t i o n  
N
o(A) -  { ^ (Aequ iv . ,KA1) r t ' r t  O  -  C S i v . ’ V y *  (VI,20>
n = l
i s  a  m in im u m .
I n  t h e  p r e s e n t  w o r k  we w i l l  c o n s i d e r  o n l y  t h e  c a s e  o f  2 : 1  s a l t s  ( w h e r e  m =  2 ,  
n = l ,  x = 2  a n d  s = 3 )  ", h o w e v e r  t h e  a r g u m e n t s  u s e d  b e l o w  c a n  r e a d i l y  b e  e x t e n d e d  t o  
3 : 1  o r  3 : 2  s y s t e m s .
C o n s i d e r  a  2 : 1  e l e c t r o l y t e  MX^
Two a s s o c i a t i o n  e q u i l i b r i a  a r e  p o s s i b l e
4 1’O x  A  X.
M +  X MX ( V I 2 1 )
<2)
a n d  MX+  +  X MX2 ( V I .  2 2 )
» 2+ - 
t h u s  we h a v e  t r e e  i o n i c  s p e c i e s  p r e s e n t  i n  t h e  s o l u t i o n ,  M , MX a n d  X .
F o r  a  s o l u t i o n  c o n t a i n i n g  s  i o n i c  s p e c i e s
equiv
*  i = l
A . =  5  I z . l  m. X .  / c  ( V I . 2 3 ).  /  , 1 i 1 1 i
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w h e r e  c  i s  t h e  e q u i v a l e n t  s t o i c h i o m e t r i c  c o n c e n t r a t i o n  o f  t h e  s o l u t e  (c  =  2m 
f o r  2:1  s a l t s ) ,  Q  i s  t h e  e q u i v a l e n t  c o n d u c t a n c e  o f  t h e  i t b s p e c i e s . ( g i v e n  b y
I I I . 1 2 4  o r  I I I .  1 3 8 )  a n d  h q  i s  t h e  m o l a r  f r e e  i o n  c o n c e n t r a t i o n  o f  t h i s  s p e c i e s .
T h e  m a s s  a c t i o n  l a w  e q u a t i o n s  f o r  ( 3 )  a n d  ( 4 )  a r e
K(1> =  ! mx1 _  (vi>24)
[M 1 [X ] t „2+ '»•
a n d
,2, _ _[MXj]----------- 1 _ _
t«x+] [ x - ]
2
w h e r e  f ^  =  e  2j ( 1 + K d )  ( s e e  A p p e n d i x  U )  ( V I . 2 6 )
I n  c o m b i n a t i o n  w i t h  t h e  e q u a t i o n s  o b t a i n e d  f r o m  t h e  r e q u i r e m e n t s  o f  m a s s  b a l a n c e  
a n d  e l e c t r o n e u t r a l i t y ,  t h e s e  r e l a t i o n s h i p s  p r o v i d e  a  s e t  o f  f o u r  s i m u l t a n e o u s  
e q u a t i o n s  f r o m  w h i c h  t h e  f o u r  u n k n o w n s  [ m  ]  , [MX ] , [ X  | a n d  [m x 2 ] c a n  b e  
o b t a i n e d  v i a  a  c u b i c  e q u a t i o n  ( s e e  A p p e n d i x  ) .  T h u s
in. =  f ( K ^ 1 } ,  K ^ 2 ) , c )  ( V I .  2 7 )
a n d  s i n c e  X .  =  f ( X ° 2  +  ,  A ° - ,  X ° + ,  d ,  m . , m „ ,  m _)  ( V I . 2 8 )
1  M X  MX 1 A J
Amx2 =  £ < x h 2 + - X x - '  4 1 1 '  < 2 ) ’ d > (VI.
T o  d e t e r m i n e  t h e  v a l u e s  o f  t h e  p a r a m e t e r s  i n  ( 2 9 )  w e a g a i n  u s e  a  m u l t i - p a r a m e t e r  
' l e a s t  s q u a r e s '  c u r v e  f i t t i n g  p r o c e d u r e ,  f i n d i n g  t h o s e  v a l u e s  w h i c h  g i v e  t h e  l o w e s t  
v a l u e  o f  t h e  s t a n d a r d  d e v i a t i o n  a ( A )  o f  t h e  t h e o r e t i c a l  a n d  e x p e r i m e n t a l  p o i n t s .
N
oca) - (  ^ ] ( A equlv.a S 2+'r ix t ' Ax - ' r i 1>-r i2’ .ai -  ?  (v i-3o>
n=l
F ro m  ( 3 0 )  t h e  p r i n c i p l e  d i f f i c u l t y  i n  t h e  a n a l y s i s  o f  d a t a  f o r  2 : 1  s a l t s  i s  
i m m e d i a t e l y  a p p a r e n t ;  t h e r e  a r e  s i x  i n d e p e n d e n t  p a r a m e t e r s ,  t o o  h i g h  a  n u m b e r  
t o  b e  o b t a i n e d  b y  a  c u r v e  f i t t i n g  m e t h o d .  F o r t u n a t e l y  i s  n o r m a l l y  w e l l  k no w n
f r o m  t h e  a n a l y s i s  o f  d a t a  f o r  1:1  s a l t s ,  a n d  a  c l o s e  e s t i m a t e  o f  + c a n  b e  
o b t a i n e d  f r o m  a n a l y s i s  o f  d a t a  i n  t h e  lo w  c o n c e n t r a t i o n  r a n g e ,  w h e r e  i o n  a s s o c i a t i o n  
i s  a s s u m e d  t o  b e  n e g l i g i b l e .  H e n c e
1 4 8
A e q u i v . ( V I . 3 1 )
a n d  we now h a v e  f i v e  v a r i a b l e  p a r a m e t e r s ,  o n e  o f  w h i c h  i s  k n o w n  t o  w i t h i n  ® 5%
I t  h a s  b e e n f o u n d  p o s s i b l e  t o  u s e  5 - p a r a m e t e r  c u r v e  f i t t i n g  p r o c e d u r e s  t o  d e t e r m i n e
5-PARAM ETER CURVE F I T T I N G  METHODS
B e c a u s e  o f  t h e  c o m p l e x i t y  o f  ( 3 1 )  a n d  t h e  f a c t  t h a t  t h e  f r e e  i o n  c o n c e n t r a t i o n  
o f  e a c h  s p e c i e s  p r e s e n t  m u s t  b e  o b t a i n e d  f r o m  t h e  s o l u t i o n  o f  a  c u b i c  e q u a t i o n ,
t o  l o c a t e  t h e  m in im u m  ( i n  t h e  f u n c t i o n  a ( A ) ) i n  a  s i x  d i m e n s i o n a l  s p a c e  w i t h
T h e  s i m p l e s t  m e t h o d  i s  t o  t a k e ,  f o r  e a c h  p a r a m e t e r ,  t h e  r a n g e  w i t h i n  w h i c h  
i t  i s  e x p e c t e d  t o  l i e ,  a n d  t o  v a r y  t h e  v a l u e  o f  e a c h  p a r a m e t e r  i n s i d e  t h i s  r a n g e  
t o  f i n d  t h e  c o m b i n a t i o n  g i v i n g  t h e  l o w e s t  v a l u e  f o r  d ( A ) .  T h i s  m e t h o d  h a s  t h e  
s e v e r e  d i s a d v a n t a g e  o f  r e q u i r i n g  a  l a r g e  a m o u n t  o f  c o m p u t e r  t i m e ,  a n d  t o  a v o i d  
t h i s ,  a  f u r t h e r  m e t h o d  h a s  b e e n  d e v i s e d .
M e t h o d  2
T h i s  i s  a n  i t e r a t i v e  n u m e r i c a l  m e t h o d ,  w h i c h  s e a r c h e s  6- s p a c e  f o r  t h e  m in im u m  
i n  a (Ii) f i t  h a s  b e e n  f o u n d  t o  b e  v e r y  s u c e s s f u l ,  a n d  i t  i s  d e s c r i b e d  i n  A p p e n d i x  
A l i s t i n g  o f  a  s u i t a b l e  c o m p u t e r  p r o g r a m m e  ( i n  ALGOL) i s  a l s o  g i v e n .
4-PARAMETER CURVE F I T T I N G  METHODS.
(2)
F o r  a l l  2 : 1  s a l t s  i n  w a t e r  w e m ay  s a f e l y  a s s u m e  t h a t  KA - 0 /  t h u s  o n l y  
t h e  e q u i l i b r i u m
, v (2) an d
A . c a n n o t  b e  p u t  i n t o  a  f o r m  f r o m  w h i c h  t h e  u s u a l  m e t h o d  o f  ' l e a s t  s q u a r e s '  
e q u i v .
(8 3)
c u r v e  f i t t i n g  v i a  t h e  ' n o r m a l  e q u a t i o n s '  may b e  u s e d .  T h e  p r o b l e m  i s , i n  e f f e c t
a x e s  k }39 , K , f t ,  d ,  X°2 +  , + a n d  a ( A ) .  Two m e t h o d s  h a v e  b e e n  d e v e l o p e d  t o  d oJri. M MX
t h i s .
M e t h o d  1
,+M' X MX ( V I . 3 2 )
e x i s t s  t o  a n y  s i g n i f i c a n t  e x t e n t
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I t  h a s  b e e n  f o u n d  t h a t  e v e n  i n  M e t h a n o l ,  m o s t  2 : 1  s a l t s  h a v e  v a l u e s < 2
a n d  i n  c o m p a r i s o n  w i t h  v a l u e s  w h i c h  a r e  n o r m a l l y  > 3 0 0  m a y  b e  n e g l e c t e d .
{
W hen =  09 o n l y  f o u r  p a r a m e t e r s  r e m a i n  t o  b e  c o n s i d e r e d  ( K ^ 1 /  d ,  X °2 +a  A M ,
a n d  X ° x + )  a n d  a  m uch s i m p l e r  p r o b l e m  r e s u l t s .  T h r e e  m e t h o d s  h a v e  b e e n  u s e d
i n  t h i s  c a s e s
( 1 )  M e t h o d  ( 1 )  d e s c r i b e d  a b o v e
( 2) m e t h o d  ( 2) a b o v e .  -
B o t h  o f  t h e s e  m e t h o d s  a r e  s i m p l i f i e d ,  d u e  t o  t h e  r e d u c t i o n  i n  t h e  n u m b e r  o f  
v a r i a b l e  p a r a m e t e r s  i n v o l v e d .
METHOD 3
(2)
S i n c e  K £  =  0   ^ t h e  n u m b e r  o f  s i m u l t a n e o u s  e q u a t i o n s  w h i c h  m u s t  b e  s o l v e d  
2 Hh ^
t o  o b t a i n  [ m  ] ,  [ x  j  a n d  [MX J  i s  now  r e d u c e d  t o  t h r e e ,  a n d  a  q u a d r a t i c ,  r a t h e r  
t h a n  a  c u b i c  e q u a t i o n  m u s t  now  b e  s o l v e d .  S i n c e  a  r e l a t i v e l y  s i m p l e  a n a l y t i c a l  
s o l u t i o n  c a n  b e  o b t a i n e d  f o r  t h i s  q u a d r a t i c  e q u a t i o n ,  A e q u i v  c a n now  b e  p u t  i n t o  
a  f o r m  f r o m  w h i c h  t h e  ' n o r m a l  e q u a t i o n s '  c a n  b e  o b t a i n e d .
F r o m  ( 2 3 )
A e q u i v  =  V t XT / * «  +  AMX+[M X ' ,] / 2 i n  +  2 X M2 + [ M 2+] / 2 m  ( V I . 3 3 )
t a k i n g  t h e  t o t a l  d i f f e r e n t i a l  
AA «  ( 3 A / 3 K ^ 1 ) ) AKJf 1 )  +  ( 3 A / 3 X ° 2 + )  AX°2 + +  ( 3 A / 3 X ®  ■+) AX® +  ( V I . 3 4 )LX iff M M  MX MX
Now i f  we l e t
X j  =  X ?  E s j  +  Hy j  ( s e e  I I I . 1 2 4 )  ( V I . 3 5 )
t h e n  ( 3 A / 3 K A ) «  ( U]_ +  u 2 ) (X x - / c  +  2 Xm2+ / c )  +  ( u 2 -  u x ) U MX+ / c )
( 3 A / 3 X m2 + )  «  ( 2 j M 2+ 3 / c )  E s m2+
(3A  3 X m X+) .  CMX+ ] / c )  E s h x +
( 0)
( V I . 3 6 )  
( V I . 3 7 )
( V I . 3 8 )
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w h e r e  U ] / KA ) =  1/72Ka  ^  ( V I .  3 9 )
CL+6Ka £ 4c +  K2f 8c 2 ) % (K f 8c 2 +  3 f 4c )
a n d  u _  (K ) =  -     +   4--------------4 "  ~  ( V I .  4 0 )
2 A  2 V  f 4 2KA f 4 ( l + 6 K A f 4 c + K A 2 f 8 c 2 ^
T h u s  i n  ( 3 4 )  ( 9 A / 3 K a ) ,  ( 3 A / 3 X ° 2 + ) ,  ( 3 A / 3 X ° x + )  a n d  AA =  -  A c a l c <  a r e
kn o w n  f u n c t i o n s  o f  c ,  K ^ 1 5 ,  X°2 + ,  X ° x + e t c .  a n d  t h e  ' n o r m a l  e q u a t i o n s '  o f  ( 3 4 )  
c a n  b e  o b t a i n e d ,  h e n c e  a  t r e a t m e n t  a n a l o g o u s  t o  t h a t  d e s c r i b e d  i n  S e c t i o n  1  
( f o r  s y m m e t r i c a l  e l e c t r o l y t e s )  m ay  b e  u s e d .
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PART V I I
EXPERIMENTAL WORK
EXPERIMENTAL SECTION
C o n d u c t a n c e  m e a s u r e m e n t s  h a v e  b e e n  m a d e  o n  t h e  f o l l o w i n g  2 : 1  s a l t s  i n  
M e t h a n o l  a t  2 5 ° C  .
S r C l 2 , S r l 2 , S r ( N 0 3 ) 2 , B a C Q ,  B a B r 2 , B a ( C 1 0 4 ) 2 , Z n C Q ,  C d C l 2 a n d  C d Q .
M e a s u r e m e n t s  w e r e  m a d e  a t  a  s i n g l e  f r e q u e n c y  o f  1 5 9 0  H z ,  u s i n g  a  W a y n e - K e r r  
a u t o m a t i c  c o n d u c t i v i t y  b r i d g e  ( t y p e  B 6 4 2 )  w i t h  v o l t a g e s  b e t w e e n  0 . 2  a n d  1 . 2  V .  
C o n d u c t a n c e  r u n s  w e r e  c a r r i e d  o u t  b y  a d d i n g  s m a l l  i n c r e m e n t s  o f  a  c o n c e n t r a t e d  
s t o c k  s o l u t i o n  o f  t h e  s a l t  t o  a know n a m o u n t  o f  s o l v e n t  i n  a  c o n d u c t a n c e  c e l l .
B e f o r e  t h e  r u n ,  d r y  n i t r o g e n ,  s a t u r a t e d  b y  p a s s a g e  t h r o u g h  m e t h a n o l ,  w a s  p a s s e d  
t h r o u g h  t h e  s o l v e n t  u n t i l  t h e  s p e c i f i c  c o n d u c t a n c e  w a s  c o n s t a n t ;  t h e  c e l l  a n d  
c o n t e n t s  w e r e  t h e n  r e w e i g h e d  t o  e n s u r e  t h a t  n o  w e i g h t  c h a n g e  h a d  t a k e n  p l a c e .
T h e  c e l l  a n d  n i t r o g e n  l i n e  w a s  d e s i g n e d  t o  e n s u r e  c o m p l e t e  i s o l a t i o n  o f  t h e  
s y s t e m  f r o m  a t m o s p h e r i c  m o i s t u r e ,  a n d  t o  m a i n t a i n  t h i s  i s o l a t i o n  w h i l e  know n  
a m o u n t s  o f  t h e  s t o c k  s o l u t i o n  w e r e  a d d e d  b y  i n j e c t i o n  f r o m  a  s y r i n g e  ( w e i g h e d  b e f o r e  
a n d  a f t e r  e a c h  a d d i t i o n )  t h r o u g h  a r u b b e r  s u b a - s e a l  c a p .  M i x i n g  w a s  e n s u r e d  b y  
b u b b l i n g  n i t r o g e n  t h r o u g h  t h e  s o l u t i o n  u n t i l  t h e  r e s i s t a n c e  w a s  c o n s t a n t .  B l a n k  
r u n s  w e r e  c a r r i e d  o u t  w i t h  s o l v e n t ,  r a t h e r  t h a n  s t o c k  s o l u t i o n ,  b e i n g  a d d e d ;  n o  
s i g n i f i c a n t  c h a n g e  i n  t h e  r e s i s t a n c e  o f  t h e  m e t h a n o l  t o o k  p l a c e .  T h e  p r e p a r a t i o n  
o f  t h e  s t o c k  s o l u t i o n  w a s  c a r r i e d  o u t  i n  a  d r y b o x .  T h e  c o n d u c t a n c e  c e l l  h a d  a  
c e l l  c o n s t a n t  o f  0 . 0 7 7 9 1 9  cm 1 ±  0 . 0 0 2 % .
S o l v e n t
A n a l a r  g r a d e  m e t h a n o l  w a s  d r i e d  b y  r e f l u x i n g  o v e r  m a g n e s i u m  m e t h o x i d e ,  
d i s t i l l e d  u n d e r  n i t r o g e n ,  a n d  t h e  m i d d l e  f r a c t i o n  c o l l e c t e d .  T h e  d e n s i t y  o f  t h e  
m e t h a n o l  w a s  0 . 7 8 6 5 4  g m l  i t s  s p e c i f i c  c o n d u c t a n c e  v a r i e d  i n  d i f f e r e n t  r u n s  
f r o m  9 . 0  x  1 0  3 t o  5 . 0  x  1 0  7 cm
S a l t s
A l l  s a l t s  w e r e  u s e d  i n  a n  a n h y d r o u s  s t a t e .  I n f r a r e d  s p e c t r a  o f  n u j o l  m u l l s
o f  t h e  s a l t s  w e r e  e x a m i n e d  t o  d e t e c t  t h e  p r e s e n c e  o f  w a t e r  (OH s t r e t c h  a t  3 5 0 0 -
6 0 0  cm 1 a n d  d e f o r m a t i o n  a t  1 6 1 5 - 4 0  cm ^ ) ; n o  w a t e r  w a s  f o u n d .
T h e  m o l a r  c o n c e n t r a t i o n s  a n d  c o r r e s p o n d i n g  e q u i v a l e n t  c o n d u c t a n c e s  f o r  t h e
v a r i o u s  s a l t s  a r e  sh o w n  i n  T a b l e s  2 t o  4 .  W h e r e  r e s u l t s  c o u l d  b e  c o m p a r e d  w i t h  
m e a s u r e m e n t s  m ade b y  o t h e r  w o r k e r s  ( B a C Q /M e O H  ) a g r e e m e n t  w a s  f o u n d  t o  b e  
e x c e l l e n t .
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2 :  M o l a r  c o n c e n t r a t i o n s  v  e q u i v a l e n t c o n d u c t a n c e s  f o r  so m e  2 : 1  S t r o n t i u m
s a l t s  i n  M e t h a n o l  a t  2 5 ° C . *
S r C l 2 ( 1 ) S r i / 1
I 04 m A . eq u iv . 1 0 4m A .equiv .
0 . 3 1 9 3 1 2 1 0 6 . 6 7 4 0 . 3 5 5 2 2 8  1 1 1 . 6 4 8
0 . 8 7 4 0 0 8 1 0 8 . 9 6 6 0 . 6 6 9 5 2 2  1 1 0 . 4 3 2
1 . 0 8 2 5 8 9 1 0 0 . 7 7 5 1 . 1 6 9 5 9 1  1 0 8 . 3 1 5
1 . 6 2 3 7 9 8 9 7 . 8 8 6 6 1 . 6 8 9 4 3 1  1 0 6 . 4 0 6
2 . 3 1 3 8 8 2 9 4 . 9 6 4 2 2 . 3 0 9 7 2 1  1 0 4 . 4 2 7
2 . 8 6 6 7 4 5 9 2 . 9 8 6 2 2 . 9 3 1 2 9 0  1 0 2 . 7 6 5
3 . 4 7 3 9 5 5 9 1 . 0 6 5 0 3 . 6 4 2 9 6 3  1 0 1 . 1 0 5
3 . 9 9 1 0 7 4 8 9 . 6 2 7 2 4 . 1 5 0 9 5 2  9 9 . 9 9 4 6
4 . 6 0 8 9 1 7 8 8 . 0 1 7 6 5 . 3 4 0 4 6 7  9 7 . 7 8 3 8
5 . 1 2 7 0 6 0 8 6 . 8 7 9 3 6 . 4 9 1 9 3 1  9 5 . 9 8 9 1
5 . 6 9 9 7 5 1 8 5 . 6 9 9 3 7 . 6 6 6 0 7 3  9 4 . 3 8 8 9
6 . 8 8 6 6 0 0 8 3 . 5 1 6 4 8 . 7 4 2 7 4 0  9 3 . 0 1 8 6
8 . 0 7 9 7 8 2 8 1 . 6 0 3 7 9 . 8 5 8 3 9 5  9 1 . 7 5 9 1
9 . 2 7 3 2 3 0 7 9 . 9 4 6 6  
S r  (N 0 3 ) „  ( 3 )
1 0 . 9 2 7 4 6  9 0 . 6 7 9 1
0 . 5 4 2 4 9 0 9 5 . 0 5 7 4
1 . 0 5 0 0 2 7 8 4 . 9 8 9 7
1 . 6 9 2 3 7 1 7 7 . 3 5 4 4
2 . 4 4 9 9 1 9 7 1 . 5 8 6 3
3 . 4 1 5 4 1 5 6 6 . 6 9 2 0
4 . 3 2 8 4 6 4 6 3 . 3 7 9 8
5 . 1 3 7 5 6 0 6 1 . 0 8 7 8 (I)  SrCl^.GH^O BDH Analar r e c r y s t a l l i s e d
6 . 7 1 8 9 8 4 5 7 . 6 5 7 1 and d r ie d  110°C 760mm/Hg 3 d a y s .
8 . 4 1 3 1 0 1 5 5 . 0 0 2 9 (2) S r I 2 .6H20 BDH reag en t  r e c r y s t a l l i s e d
1 0 , 0 4 7 9 2 5 3 . 0 1 3 7 tv /ice  d r ie d  142 C in  vac±  60 h r .A
1 1 . 6 0 8 6 8 5 1 . 4 6 0 5
(3) Sr(N03 ) 2 anhyd. E.Merck used d i r e c t l y
1 3 . 1 9 1 3 3 5 0 . 1 0 6 4 * u n i t s :  m mole  1 ^
1 4 . 7 3 7 5 2 4 8 . 9 8 1 3 A . ohm 1 cm2 equiv  1 
equiv '
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TABLE 3 :  M o l a r  c o n c e n t r a t i o n s  v  e q u i v a l e n t  c o n d u c t a n c e s  f o r  s o m e  2 : 1  B a r iu m
s a l t s  i n  M e t h a n o l  a t  2 5 ° C .
B a C l 2 {1 ) B a B r T 2)
1 0 4 m A
e q u i v .
0 . 2 1 8 4 6 1 0 8 . 3 5 4
0 . 6 2 2 0 0 1 0 4 . 6 2 6
0 . 9 2 2 4 1 1 0 2 . 2 9 3
1 . 4 2 5 5 4 9 9 . 5 0 4 0
2 . 0 0 2 6 1 9 6 . 7 6 9 1
2 . 5 4 8 7 8 9 4 . 6 7 6 0
3 . 1 2 2 4 1 9 2 . 7 0 5 2
3 . 6 6 9 0 1 9 1 . 0 5 2 0
4 . 2 4 2 5 2 8 9 . 5 0 6 1
4 . 7 9 8 6 9 8 8 . 0 8 7 0
5 . 3 5 6 4 7 8 6 . 8 4 9 9
6 . 4 9 4 3 1 8 4 . 6 1 5 1
7 . 5 4 8 5 1 8 2 . 8 1 1 0
8 . 7 0 3 1 6 8 1 . 0 1 4 1
Ba ( C l O j K  {3)
0 . 2 2 2 3 1 1 2 7 . 7 9 0
0 . 8 7 3 5 9 1 2 2 . 4 1 8
1 . 3 6 0 0 5 1 1 9 . 3 6 6
2 . 1 9 0 9 4 1 1 5 . 2 8 9
2 , 7 4 1 1 0 1 1 3 . 0 3 9
4 . 3 0 3 3 0 1 0 7 . 8 2 5
5 . 9 5 9 9 4 1 0 3 . 7 4 0
7 . 3 1 4 4 4 1 0 1 . 0 4 1
8 . 8 5 9 8 9 9 8 . 3 6 7 0
1 0 . 2 4 3 9 9 6 . 2 9 6 1
1 1 . 8 5 7 4 9 4 . 1 6 6 0
1 3 . 5 5 0 6 9 2 . 2 0 4 1
1 5 . 3 4 1 2 9 0 . 3 8 2 0
1 7 . 0 3 9 2 8 8 . 8 0 5 1
1 8 . 8 1 9 7 8 7 . 2 9 7 0
1 0 4 m A e q u i v .
0 . 4 7 9 8 2 7 1 1 1 . 8 9 3
0 . 8 7 4 0 0 8 1 0 8 . 9 6 6
1 . 1 7 2 8 8 6 1 0 7 . 2 0 1
1 . 7 9 2 8 9 9 1 0 4 . 0 7 1
2 . 5 5 7 2 6 1 1 0 1 . 0 4 5
3 . 2 1 3 1 9 6 9 8 . 9 2 0 5
3 . 7 5 6 2 9 7 9 7 . 3 7 1 3
4 . 4 2 1 2 9 6 9 5 . 6 1 2 1
5 . 0 9 4 2 2 4 9 4 . 1 1 7 3
6 . 4 6 9 7 4 6 9 1 . 4 7 0 0
7 . 8 5 5 2 5 3 8 9 . 2 2 6 8
9 . 1 6 4 8 5 6 8 7 . 3 1 6 8
1 0 . 5 3 8 7 3 8 5 . 6 1 5 6
1 1 . 8 4 8 7 1 8 4 . 1 6 6 4
1 3 . 1 9 9 2 0 8 2 , 8 2 4 7
Ba ( C 1 0 4 ) 2 (3)
0 . 4 0 5 0 4 1 2 5 . 0 6 1
0 . 9 8 4 2 8 1 2 0 . 9 2 9
1 . 8 0 6 4 1 1 1 6 . 3 4 9
2 . 5 0 8 5 0 1 1 3 . 3 6 3
4 . 0 7 8 5 9 1 0 8 . 0 0 8
4 . 6 5 1 2 5 1 0 6 . 5 2 0
6 . 5 9 9 1 4 1 0 1 . 5 2 7
8 . 9 8 7 0 9 9 7 , 5 2 6 0
(1) BaCl2 .2H20  BDH Analar r e c r y s t a l l i z e d  
and d r ie d  2 50°C f o r  6hr. 760mm/Hg
(2) BaBr0 .2H20 BDH Analar r e c r y s t a l l i s e d  
and d r i e d  1 4 0 °C j3  days 760mm/Hg
(3) Ba(C104 ) 2 anhydrous BDH Reagent used  
d i r e c t l y .
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TABLE 4 :  M o l a r c o n c e n t r a t i o n s  v  e q u i v a l e n t c o n d u c t a n c e s  f o r s o m e  2 : 1  Z i n c  a n d
Cadm ium  s a l t s  i n  M e t h a n o l  a t  2 5 ° C ,
Z n C l ? ( 1 ) C d c i 2 ( 2 )
104 m A e q u i v . 104 m A e q u i v .
0 . 9 9 3 7 8 4 3 . 3 0 4 0 . 4 7 0 7 5 4 2 . 6 5 4
2 . 0 9 6 5 4 3 1 . 6 7 6 1 . 0 2 3 5 2 4 0 . 2 4 1
3 . 4 2 3 6 1 2 5 . 0 5 9 1 . 7 5 8 7 5 3 8 . 1 3 8
4 . 4 3 5 9 4 2 2 . 0 4 1 2 . 5 5 5 7 2 3 6 . 3 4 5
6 . 8 7 1 9 7 1 7 . 6 6 3 3 . 5 4 1 0 9 3 4 . 5 7 6
9 , 3 1 7 2 4 1 5 . 1 1 0 4 . 4 4 8 5 8 3 3 . 2 3 3
1 2 . 5 7 8 7 1 2 . 9 5 0 5 . 3 6 0 6 7 3 2 . 0 5 2
1 4 . 4 9 6 1 1 2 . 0 4 5 6 . 3 9 2 0 9 3 0 . 8 9 9
1 8 . 0 4 6 1 1 0 . 7 7 3 7 . 2 0 4 3 4 3 0 . 0 8 4
20.2202 1 0 . 1 7 4 9 . 1 1 8 5 3 2 8 . 4 4 5
2 5 . 0 1 2 4 9 . 1 5 2 0 1 0 . 9 4 4 4 2 7 . 1 4 5
2 9 . 8 7 0 3 8 . 3 8 9 9 1 2 , 7 8 5 5 2 6 . 0 2 5
3 5 . 3 2 1 0 7 . 7 3 9 1 1 4 . 7 5 9 8 2 4 . 9 8 6
4 0 . 8 7 5 7 7 . 2 2 4 2 1 6 . 7 3 4 2  
1 8 . 6 9 9 8
2 4 . 0 8 0
2 3 . 2 7 8
c « 2 ! 3 > 2 0 . 6 2 1 4 - 2 2 . 5 8 3
0 . 1 9 2 5 6
0 . 4 8 8 8 2
0 . 7 5 8 2 0
1 . 2 6 8 1 7
3 9 . 4 2 1
3 1 . 5 4 3
2 7 . 7 4 7
2 3 . 5 0 7
2 2 . 5 1 9 4
2 4 . 5 5 5 4
2 6 . 5 7 8 9
2 8 . 3 5 8 5
2 1 . 9 5 9
2 1 . 3 4 5
2 0 . 7 8 9
2 0 . 3 5 0
1 . 6 1 1 4 1 2 1 . 6 5 8
2 . 0 5 7 2 3 1 9 . 9 0 5
2 . 6 4 0 8 3
2 . 8 5 9 1 4
1 8 . 2 4 2  
1 7 . 7 4 1
(1) ZnCl2 anhydrous E.Merck Analar grade  
used d i r e c t l y .
3 , 7 2 4 5 3 1 6 . 1 9 2 (2) CdCl , 2*iH 0  BDH A n a la r ,  d r ie d  105°C
4 . 5 9 1 5 3 1 5 . 0 9 5 f o r  3 days 760mm/Hg.
5 . 4 5 9 5 3 1 4 . 2 3 8 (3) Cdl anhydrous Judex A n a l y t i c a l  Reat
6 . 2 6 4 8 5 1 3 . 6 2 5 (Analar) used d i r e c t l y .
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I n  F i g . 3 0  A . i s  p l o t t e d  a g a i n s t  c  f o r  a l l  o f  t h e s e  s a l t s .  3 equiv .
h
* A s e r i e s  o f  u n s u c c e s s f u l  a t t e m p t s  w<gre made t o  o b t a i n  Z n ( C l 0 4 ) i n  an a n h y d r o u s  
s t a t e  v i a  t h e  d i o x a n  c o m p o u n d  Z n t C l O ^ )  . 6  C 4Hg ° 2 '  h ° w e v e r  **he l a s t  tw o d i o x a n
m o l e c u l e s  c o u l d  n o t  b e  r m o v e d  w i t h o u t  d e c o m p o s i t i o n  o f  t h e  p e r c h l o r a t e .
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PART V I I I
TESTING OF CONDUCTANCE EQUATIONS AND DISCUSSION
SECTION 1 TESTIN G  OF CONDUCTANCE EQUATIONS
U s i n g  t h e  m e t h o d s  o f  a n a l y s i s  d e s c r i b e d  a b o v e ,  b o t h  t h e  New M o d e l  e q u a t i o n  
(NM) a n d  t h e  P r i m i t i v e  M o d e l  e q u a t i o n  (PM) a r e  u s e d  t o  a n a l y s e  e x p e r i m e n t a l  
c o n d u c t a n c e  d a t a  f o r  a n u m b e r  o f  s y s t e m s .
( a )  S y m m e t r i c a l  E l e c t r o l y t e s
T a b l e s  5 a n d  6 sh o w  t h e  r e s u l t s  o b t a i n e d  u s i n g  t h e  NM a n d  PM e q u a t i o n s  t o  
a n a l y s e  d a t a  f o r  so m e  a l k a l i  h a l i d e s  i n  w a t e r  a t  2 5 ° C  .
TABLE 5 :  R e s u l t s  o f  a n a l y s i s  o f  c o n d u c t a n c e  d a t a  f o r  A l k a l i  H a l i d e s  i n  w a t e r
a t  2 5 ° C  u s i n g  t h e  New M o d e l  e q u a t i o n  ( I I I . 1 5 8 ) . +
L i F
L i C l
L i l
N a C l
N a l
KC1
RbF
R b B r
R b l
R I
7 . 5
7 . 0
6 . 5
6.8
4 . 8
4 . 1
5 . 3
4 . 0
2 . 9
A
2 . 6 9
0 . 5 0
0 . 3 7
0 . 6 2
0 . 0 8
0 . 1 9
0 . 4 1
0 . 2 4
0.01
Ao
9 4 . 1 5 9
1 1 4 . 9 5 0
1 1 5 . 8 3 1
1 2 6 . 5 5 2
1 2 7 . 2 2 2
1 4 9 . 9 0 2
1 3 2 . 7 1 1
1 5 5 . 4 5 7
1 5 4 . 0 3 2
a  (A)  
0 . 0 2 7 4
0 . 0 4 6 1
0 . 0 1 8 4
0 . 0 0 6 4
0 . 0 2 0 4
0 . 0 2 9 6
0 . 0 1 1 3
0 . 0 0 5 1
0 . 0 0 3 9
c o n c . r a n g e  x  10 r e f ,
4 - 4 5  
1 9 : - 1 3 0  
4 - 1 4 0
1 9 - 1 0 0  
1 8 - 2 5 0
1 - 1 7 0
5 0 - 1 4 0
20-100 
1 5 - 7 5
( 8 4 )
( 8 7 )  
( 8 4 )
( 9 0 )
( 8 4 )
( 9 1 & 9 2 )
( 8 4 )
( 8 9 )
(88)
C s F 4 . 3 0 . 1 1 4 1 3 2 . 7 9 5 0 . 0 0 9  6 9 - 9 5 ( 8 4 )
I t  c a n  b e  s e e n  t h a t  f o r  a l l  o f  t h e s e  s y s t e m s  R > a ?  h o w e v e r ,  w h e r e  R i s  s m a l l
( w h e r e  we h a v e  l a r g e  a n i o n s  a n d  c a t i o n s ,  e . g  R b l ) ,  t h e  t w o  v a l u e s  t e n d  t o  c o n v e r g e ,
t h i s  i s  t o  b e  e x p e c t e d  s i n c e  R -*■ a  a s  i o n - d i p o l e  f o r c e s  0  ( s e e  p g . 4 2 ) .  I Q  v a l u e s
-1
a r e  o n  a v e r a g e  0 . 1  m o l . l  h i g h e r  w i t h  t h e  PM e q u a t i o n ,  w h i l s t  Ao a n d  a ( A )  v a l u e s
a r e  a l m o s t  t h e  sa m e  w i t h  b o t h  e q u a t i o n s .
* s e e  A p p e n d i x  i 'i  ,
t  I Q  i s  g i v e n  i n  t h e  u n i t s  m o l e  1 1 .  a n d  Ao i n  cm2 ohm 1 e q u i v  ^  R N A
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TABLE 6 : R e s u l t s  
a t  2 5 ° C
o f  a n a l y s i s  o f  C o n d u c t a n c e  
u s i n g  t h e  P r i m i t i v e  M o d e l
d a t a  f o r  A l k a l i .  . ■ 
e q u a t i o n  ( I I I . 1 6 5 )
H a l i d e s i n  w a t e r
R / A
k a
Ao a ( A )  c o n e . r a n g e  x
410 r e f s .
L i F 6 . 4 2 . 9 2 9 4 . 1 5 7 0 . 0 2 7 5 4 - 4 5 ( 8 4 )
L i C l 5 . 8 0 . 6 1 1 1 4 . 9 5 0 0 . 0 4 6 3 1 9 - 1 5 0 .( 8 7 )
L i l 5 . 2 0 . 4 1 1 1 5 . 8 3 2 0 . 0 1 8 4 4 - 1 4 0 ( 8 4 )
N a C l 5 . 5 0 . 7 1 1 2 6 . 5 5 2 0 . 0 0 6 4 1 9 - 1 0 0 ( 9 0 )
N a l 4 . 0 0 . 1 8 1 2 7 . 2 2 3 0 . 0 2 0 4 1 8 - 2 5 0 ( 8 4 )
KC1 3 . 5 0 . 3 3 1 4 9 . 9 0 4 0 . 0 2 9 6 1 - 1 7 0 ( 9 1 & 9 2 )
RbF 4 .  3 0 . 4 9 1 3 2 . 7 1 4 0.0112 5 0 - 1 4 0 ( 8 4 )
R b B r 3 . 5 0 . 4 1 1 5 5 . 4 5 7 0 . 0 0 5 2 20-100 ( 8 9 )
R b l 2 . 7 0.11 1 5 4 . 0 3 2 0 . 0 0 3 2 1 5 - 7 5 ( 88)
C sF 3 . 7 0 . 2 5 1 3 2 . 7 9 6 0 . 0 0 9 6 9 - 9 5 ( 8 4 )
TABLE 7 : R e s u l t s  
a t  2 5 ° C
o f  a n a l y s i s  o f  C o n d u c t a n c e  
u s i n g  t h e  P r i m i t i v e  M o d e l
d a t a  f o r  A l k a l i  H a l i d e s  i n
3
e q u a t i o n  w i t h  t e r m s  = ( e k )
w a t e r
o m i t t e d .
/X./A Ao cr if)
L i F 3 . 2 1 . 5 3 4 9 4 . 1 5 8 0 . 0 2 7 4 4 - 4 5 ( 8 4 )
L i C l 5 . 8 0 . 5 3 1 1 4 . 9 5 0 0 . 0 4 6 2 1 9 - 1 5 0 ( 8 7 )
L i l 4 . 5 0.00 1 1 5 . 8 2 8 0 . 0 1 7 8 4 - 1 4 0 ( 8 4 )
N a l 3 . 0 - 0 . 4 4 1 2 7 . 1 9 9 0 . 0 2 0 6 1 8 - 2 5 0 ( 8 4 )
K C l 2 . 9 - 0 . 1 5 2 1 4 9 . 8 7 5 0 . 0 3 0 4 1 - 1 7 0 ( 9 1 & 9 2 )
RbF 4 . 0 0 . 1 6 0 1 3 2 . 6 8 8 0 . 0 1 1 5 5 0 - 1 4 0 ( 8 4 )
R b B r 2.8 - 0 . 1 0 3 1 5 5 . 4 2 8 0 . 0 0 6 0 20-100 ( 8 9 )
R b l 3 . 0 - 0 . 0 8 7 1 5 4 . 0 0 1 0 . 0 0 5 4 1 5 - 7 5 ( 88)
C sF 3 . 1 - 0 . 2 1 8 1 3 2 . 7 7 9 0 . 0 1 0 3 9 - 9 5 ( 8 4 )
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C ^) we a l s o  g i v e  r e s u l t s  o b t a i n e d  u s i n g  t h e  PM e q u a t i o n  b u t  w i t h  t h e s e  t e r m s  o m i t t e d .
T h i s  f o r m  o f  t h e  PM e q u a t i o n  w i l l  h e n c e f o r t h  b e  r e f e r r e d  t o  a s  t h e  PMX e q u a t i o n .
I n  T a b l e  7 we g i v e  r e s u l t s  o b t a i n e d  u s i n g  t h e  PMX e q u a t i o n  t o  a n a l y s e  d a t a  f o r  t h e  
A l k a l i  h a l i d e s  i n  w a t e r .
I n  T a b l e s  8 a n d  9 t h e  R a n d  KA v a l u e s  o b t a i n e d  u s i n g  t h e  NM e q u a t i o n  a r e
3I n  o r d e r  t o  sho w  t h e  e f f e c t  o f  o m i t t i n g  t h e  te rm s  p r o p o r t i o n a l  t o  (3 k ) (C 3 a n d
+  4* tt
t a b u l a t e d  i n  t h e  s e r i e s  L i  , N a  , K ,
*f 4* 
Rb ,  C s a n d F ,  c i " ,  B r " ,  i " .
TABLE 8 ; TABLE 9 :
R v a l u e s / A Ka  v a l u e s
f “  C l “  B r -  l " f ” C l "  B r " l "
T 1 +L i 7 . 5  7 . 0  -  6 . 5 L i + 2.6 0 . 5 0 . 4
N a + 6.8  -  4 . 8 N a - 0.6 0.1
K + 4 . 1 K+ i - 0.2 -
R b+ 5 . 3  -  4 . 0  2.9 + !Rb : 0 . 4 0.2 0.1  !
C s + 4 * 3  -  -  -  i
i
C s +  j 0.1 - -
R v a l u e s  f o r  a l k a l i  h a l i d e s
k a
v a l u e s  f o r  a l k a l i  h a l i d e s
i n  w a t e r  2 5 ° C  u s i n g  NM e q u n . i n w a t e r 2 5 ° C  u s i n g  NM e q u n .
R v a l u e s  o b t a i n e d  w i t h  t h e  New M o d e l  e q u a t i o n
A s  d i s c u s s e d  i n  P a r t  I  ( S e c t i o n s  2 & 4 )  a n d  P a r t  I I  ( S e c t i o n s  1 & 2 ) ,  R i s  
t h e  d i s t a n c e  b e t w e e n  t h e  a n i o n  a n d  c a t i o n  a t  w h i c h  s h o r t  r a n g e  f o r c e s  i m p e d e  
f u r t h e r  a p p r o a c h  o f  t h e  i o n s ,  a n d  a n  i o n - p a i r ,  e i t h e r  c o n t a c t  o r  s o l v e n t  s e p a r a t e d ,  
m ay b e  f o r m e d .  T h e  m a g n i t u d e  o f  R w i l l  b e  l a r g e l y  d e p e n d e n t  u p o n  t h e  e x t e n t  o f  
i o n - s o l v e n t  i n t e r a c t i o n s ;  w h e r e  i o n - d i p o l e  f o r c e s  a r e  l a r g e ,  t w o  e f f e c t s  o c c u r ;
( a )  i s o l a t e d  i o n s  ( i n  p a r t i c u l a r  t h e  c a t i o n )  w i l l  t e n d  t o  b e  s u r r o u n d e d  b y  e x t e n s i v e
s o l v e n t  s h e l l s  ( s e e  F i g u r e  2 ) .  T h e  e x i s t e n c e  o f  t h e s e  d i e l e c t r i c a l l y  s a t u r a t e d
r e g i o n s  g i v e s  r i s e  t o  a  r e p u l s i v e  f o r c e  b e t w e e n  t h e  i o n s  w h en  t h e y  com e i n t o  c l o s e  
( 2 4 )p r o x i m i t y ' '  .
(b )  I o n - d i p o l e - i o n  f o r c e s  ( s e e  p a g e  1 1 )  w i l l  b e  s i g n i f i c a n t ,  a n d  s o l v e n t  s e p a r a t e d  
i o n - p a i r s  o f  t h e  t y p e  sh o w n  i n  F i g u r e s  4 a n d  5 w i l l  b e  r e a s o n a b l y  s t a b l e .
B o t h  o f  t h e s e  e f f e c t s  w i l l  l e a d  t o  l a r g e  R v a l u e s .
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I n  g o i n g  f r o m  t h e  t o p  l e f t  h a n d  c o r n e r  t o  t h e  b o t t o m  r i g h t  h a n d  c o r n e r  o f  
T a b l e  8 we s e e  a  s t e a d y  d e c r e a s e  i n  R , a s  we m ove  f r o m  s a l t s  s u c h  a s  L i F  w h e r e  
b o t h  i o n s  a r e  s m a l l  a n d  h i g h l y  p o l a r i s i n g ,  t o  t h e  s p e c i e s  R b l  a n d  C s l  w h e r e  b o t h  
c a t i o n  a n d  a n i o n  a r e  l a r g e ,  a n d  h a v e  much l e s s  a b i l i t y  t o  p o l a r i s e  t h e  s o l v e n t  
m o l e c u l e s .
W i t h  L I F
b o t h  L i +  a n d  F w i l l  h a v e  l a r g e  s o l v e n t  s h e l l s  s u r r o u n d i n g  t h e m ,  a n d  o n  
a p p r o a c h  w i l l  s t r o n g l y  p o l a r i s e  t h e  w a t e r  m o l e c u l e s  l y i n g  b e t w e e n  t h e m .
R =  7 . 5  A  f o r  L i F  c o r r e s p o n d s  c l o s e l y  t o  a p +  2 d g ( 7 . 4 5  A ) ,  h e n c e  w e may a s s u m e  
t h a t  t h e  s p e c i e s
H
. + I
L i  . . . 0  —  H . . . 0 —  H . .  . F 
H
h a s  a  c o n s i d e r a b l e  d e g r e e  o f  s t a b i l i t y .
W i t h  R b l
vj. —
t h e  i o n s  Rb a n d  I  w i l l  b o t h  h a v e  n e g l i g i b l e  s o l v a t i o n  s h e l l s ,  a n d  s h o w  
n o  t e n d e n c y  t o  f o r m  S S I P ' s ,  t h u s  c o n t a c t  i o n - p a i r s  w i l l  f o r m  d i r e c t l y ;  t h i s  i s
s e e n  i n  t h e  v e r y  l o w  v a l u e  f o r  R f o u n d  w i t h  R b l  ( 2 . 9  A ) .
O
I f  we c o n s i d e r  an  i n t e r m e d i a t e  c a s e  s u c h  a s  K C 1 ,  w h e r e  a  =  3 . 1 4  A  a n d
c
& o
a p +  d g =  5 . 9  A ,  t h e  v a l u e  R =  4 . 1  A  s u g g e s t s  t h a t  t h e  s p e c i e s
K+ . . . O — H. . . C l "
H
i s  o n l y  s e m i - s t a b l e ,  e x i s t i n g  o n  a v e r a g e  f o r  o n l y  a  s h o r t  p e r i o d  o f  t i m e  b e f o r e
•J* «**
b r e a k i n g  down t o  g i v e  t h e  c o n t a c t  i o n - p a i r  K . . . C l  .
I n  t h e  c a s e  o f  R b l  b o t h  PM a n d  NM e q u a t i o n s  g i v e  d  v a l u e s  w h i c h  a r e  l o w e r  t h a n
*f —
t h e  su m  o f  t h e  c r y s t a l  r a d i i  o f  Rb a n d  I  i o n s .  T h e r e  may b e  t w o  r e a s o n s  f o r  t h i s .
( a )  I n  b o t h  m o d e l s  we h a v e  r e p r e s e n t e d  t h e  i o n s  b y  u n p o l a r i s a b l e  s p h e r e s  ( i n  t h e
NM t h i s  s p h e r e  i s ,  o f  c o u r s e ,  s u r r o u n d e d  b y  a  c o s p h e r e  o f  r a d i u s  R ) , a n d  a s s u m e d  t h a t
t h e  f i r s t  s h o r t - r a n g e  f o r c e  t o  b e  f e l t  a s  t h e  i o n s  a p p r o a c h  w i l l  b e  a  r e p u l s i v e  o n e .
© —
I n  f a c t  w i t h  i o n s  s u c h  a s  Rb a n d  I  ,  w h e r e  b o t h  a n i o n  a n d  c a t i o n  a r e  l a r g e  a n d  
h i g h l y  p o l a r i s a b l e ,  m u t u a l  p o l a r i s a t i o n  w i l l  g i v e  r i s e  t o  a s t r o n g  a t t r a c t i v e  f o r c e  
b e t w e e n  t h e  i o n s  w h en  t h e y  a r e  i n  c l o s e  p r o x i m i t y  ( s e e  P a r t  I  p g  1 0 ) .  I f  t h i s  
f o r c e  i s  f e l t  b e f o r e  a n y  r e p u l s i v e  i n t e r a c t i o n  o c c u r s  ( d u e  t o  h a r d  c o r e  o r  i o n -  
d i p o l e -  i o n  f o r c e s )  b o t h  m o d e l s  w i l l  t e n d  t o  b r e a k  down f o r  s y s t e m s  o f  t h i s  t y p e .
)[b) F o r  t w o  i s o l a t e d  i o n s ,  t h e  c o n t a c t  d i s t a n c e  w i l l  i n  a n y  c a s e  b e  l e s s  t h a n  a c  
w h i c h  v a l u e s  m ake n o  a l l o w a n c e  f o r  p o l a r i s a t i o n  e f f e c t s .
1 6 0
W h e r e  s o l v e n t - s e p a r a t e d  i o n  p a i r s  a r e  f o r m e d ,  i o n  a s s o c i a t i o n  t a k e s  p l a c e  i n  
a  n u m b e r  o f  s t a g e s ,  f o r  e x a m p l e :
K*
M (H20 )  +  X (H20 ) In =  M . . . H 2O . . . X  +  ( m + n - l ) H 2 0
( S S I P )
+
M . , . H 2O . . . X  =  M . . . X  +  H2 0
( C I P )
B o t h  t y p e s  o f  i o n  p a i r  w i l l  b e  i n  e x i s t e n c e  s i m u l t a n e o u s l y ,  a n d  s i n c e  b o t h  s p e c i e s  
a r e  n o n - c o n d u c t i n g  t h e y  c a n n o t  b e  d i s t i n g u i s h e d  b y  c o n d u c t a n c e  m e t h o d s .
y  v a lu e s  o b t a in e d  u s in g  t h e  New M o d e l
K -  ■ frc 1 * ft1 „  K? + K? Kj (VIII. 1)
LM <H2°5nl Lx“ (H20>ml
h e n c e  t h e  m a g n i t u d e  o f  w i l l  d e p e n d  u p o n  t h e  s t a b i l i t y  o f  b o t h  M . . . H 2O . . . X  
a n d  M+ . . . X .
T a b l e  9 s h o w s  a  d e c r e a s e  i n  KA i n  t h e  s e q u e n c e  F ,  C l  , B r  ,  I  a n d  i n  t h e  
“f“ *|* •+ *f*
s e r i e s  L i  ,  N a  ,  K ,  Rb , C s  . L i F  i n  p a r t i c u l a r  h a s  a n  u n u s u a l l y  h i g h  v a l u e  
s u g g e s t i n g  so m e  d e g r e e  o f  c o v a l e n t  b o n d i n g  i n  L i  . . . F  .
I n  T a b l e  1 0  we g i v e  r e s u l t s  o b t a i n e d  u s i n g  t h e  NM e q u a t i o n  t o  a n a l y s e  d a t a  
f o r  L i C l ,  N a C l ,  R b B r ,  C s B r  a n d  C s l  i n  v a r i o u s  d i o x a n - w a t e r  m i x t u r e s ,  a n d  i n  T a b l e  1 1  
s o m e  o f  t h e  C s B r  r e s u l t s  a r e  c o m p a r e d  w i t h  t h o s e  o b t a i n e d  u s i n g  t h e  PM a n d  PMX 
e q u a t i o n s .  I t  may b e  s e e n  f r o m  T a b l e  1 1  t h a t  t h e  i n c l u s i o n  o f  f i e l d  t e r m s
3
p r o p o r t i o n a l  t o  (fix)  g r e a t l y  i m p r o v e s  t h e  ' f i t '  o f  t h e  t h e o r e t i c a l  e q u a t i o n  t o  
t h e  e x p e r i m e n t a l  d a t a ,  p a r t i c u l a r l y  f o r  s y s t e m s  w h e r e  t h e  d i e l e c t r i c  c o n s t a n t  i s  
l o w .
T h e  R v a l u e s  o b t a i n e d  i n  s y s t e m s  o f  t h e  t y p e  s h o w n  i n  T a b l e  1 0  w i l l  b e  
l a r g e l y  d e p e n d e n t  u p o n  t h e  s t a b i l i t y  o f  t h e  v a r i o u s  c o n t a c t  a n d  s o l v e n t  s e p a r a t e d  
s p e c i e s  i n v o l v e d .  T h e  f a c t  t h a t  t h e s e  v a l u e s  d o  n o t  n e c e s s a r i l y  i n c r e a s e  
m o n o t o n i c a l l y  a s  D d e c r e a s e s ,  s u g g e s t s  t h a t  t h e  s t a b i l i t y  o f  t h e s e  s p e c i e s  i s  n o t  
s o l e l y  d e p e n d e n t  u p o n  s i m p l e  . i o n - i o n  c o u l o m b i c  i n t e r a c t i o n s , b u t  o n  a n  i n t e r p l a y  
o f  r a t h e r  d e l i c a t e l y  b a l a n c e d  s o l v a t i o n  a n d  e l e c t r o s t a t i c  f o r c e s  ( b o t h  i o n - i o n  
a n d  i o n - s o l v e n t ) .
I n  a l l  s y s t e m s ,  i f  K i s  h e l d  a t  t h e  sa m e  v a l u e  f o r  b o t h  NM a n d  PM e q u a t i o n s ,A
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t h e  NM e q u a t i o n  g i v e s  R v a l u e s  b e t w e e n  1 t o  3 A h i g h e r  t h a n  t h o s e  o b t a i n e d  
w i t h  t h e  PM e q u a t i o n ;  h o w e v e r ,  f o r  s y s t e m s  w h e r e  t h e  e x t e n t  o f  i o n - a s s o c i a t i o n  
i s  l a r g e ,  i f  I<A  i s  a l l o w e d  t o  v a r y ,  t h e  PM e q u a t i o n  w i l l  g i v e  a n  i m p r o v e d  f i t  
t o  t h e  d a t a  a t  h i g h e r  v a l u e s  o f  b o t h  a  a n d  t h a n  t h o s e  f o u n d  w i t h  t h e  NM e q u a t i o n .  
T h e  s t a n d a r d  d e v i a t i o n  o b t a i n e d  a t  t h e s e  ' b e s t  f i t '  v a l u e s  i s  a l m o s t  t h e  sam e  
a s  t h a t  f o u n d  w i t h  t h e  NM e q u a t i o n ,  t h u s  i t  i s  n o t  p o s s i b l e  t o  j u d g e  b e t w e e n  t h e  
t w o  e q u a t i o n s  o n  t h e s e  g r o u n d s .  T h i s  i s  a  p a r t i c u l a r  p r o b l e m  i n  c o m p a r i n g ,  a n d  
i n  d e c i d i n g  b e t w e e n ,  v a r i o u s  c o n d u c t a n c e  e q u a t i o n s .  D i f f e r e n c e s  i n  b o u n d a r y  
c o n d i t i o n s ,  a n d  i n  t h e  t r e a t m e n t  u s e d  i n  v a r i o u s  o t h e r  p a r t s  o f  t h e  d e r i v a t i o n  o f  
t h e  e q u a t i o n s ,  g e n e r a l l y  d o  n o t  e f f e c t  t h e  b a s i c  f u n c t i o n a l  f o r m  o f  t h e  f i n a l  
c o n d u c t a n c e  e q u a t i o n  s u f f i c i e n t l y  t o  s i g n i f i c a n t l y  c h a n g e  t h e  v a l u e  o f  a ( A )  g i v e n  
b y  t h e  ' b e s t  f i t ' , w h e n  t h e  e q u a t i o n s  a r e  u s e d  i n  a  m u l t i - p a r a m e t e r  c u r v e  f i t t i n g  
p r o c e d u r e ,  d i f f e r e n c e s  a r e  ' a b s o r b e d '  b y  c h a n g e s  i n  t h e  ' b e s t  f i t '  v a l u e s  o f  
t h e  v a r i o u s  p a r a m e t e r s .  We m u s t  t h e r e f o r e  j u d g e  b e t w e e n  t h e  PM a n d  NM e q u a t i o n s
( 1 ) o n  t h e  p h y s i c a l  ' r e a s o n a b l e n e s s *  o f  t h e  p a r a m e t e r  v a l u e s  o b t a i n e d  w i t h  t h e  
t w o  e q u a t i o n s .
( 2 )  On t h e  s t r e n g t h s  o f  t h e  t h e o r e t i c a l  a r g u m e n t s  u p o n  w h i c h  b o t h  e q u a t i o n s  a r e  
b a s e d .
I n  T a b l e s  1 2  a n d  1 3  r e s u l t s  o b t a i n e d  w i t h  t h e  NM, PM a n d  PMX e q u a t i o n s  a r e  
g i v e n  f o r  s o m e  t e t r a a l k y l a m m o n i u m  h a l i d e s  i n  m e t h a n o l ,  a n d  f o r  a l k a l i  i o d i d e s  i n
3
1 - p r o p a n o l .  A g a i n  i t  c a n  b e  s e e n  t h a t  t h e  r e t e n t i o n  o f  t e r m s  p r o p o r t i o n a l  t o  (B k ) 
g r e a t l y  i m p r o v e s  t h e  f i t  t o  t h e  e x p e r i m e n t a l  d a t a  ( s e e  a l s o  T a b l e  1 4 ) .  A l m o s t  n o  
d i f f e r e n c e  e x i s t s  b e t w e e n  t h e  f i t  f o u n d  w i t h  t h e  NM a n d  PM e q u a t i o n s .
2;2  s a l t s
( 9 7 )
I n  T a b l e  1 5  we c o m p a r e  r e s u l t s  o b t a i n e d  f o r  MgSO^ i n  w a t e r  u s i n g  t h e  NM,
PM a n d  PMX e q u a t i o n s .
T h e  v a l u e  o f  R =  8 . 7  A  o b t a i n e d  w i t h  t h e  New M o d e l  e q u a t i o n  s u g g e s t s  t h a t  
t h e  s p e c i e s
H
Mg . . . 0 -  H . . . 0 — H . . . S O j  (w h e r e  a c  +  2 d g =  8 . 3 5  A)
H
h a s  c o n s i d e r a b l e  s t a b i l i t y .  T h i s  i s  t o  b e  e x p e c t e d  s i n c e  t h e  d o u b l e  c h a r g e  o n
2+
e a c h  i o n ,  a n d  t h e  s m a l l  s i z e  o f  t h e  Mg i o n , w i l l  g i v e  r i s e  t o  c o n s i d e r a b l e  
p o l a r i s a t i o n  o f  s o l v e n t  m o l e c u l e s  l y i n g  b e t w e e n  t h e m .  A t k i n s o n  a n d  K o / “’C°  h a v e
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TABLE 1 0 : R e s u l t s  o f  a n a l y s i s  o f  c o n d u c ta n c e  d a ta  f o r  some A l k a l i  H a l id e s
i n  v a r io u s  d io x a n - w a t e r  m ix t u r e s  a t  2 5 ° C , u s in g  t h e  New M o d e l e q u n .
L 1 C 1
D
7 8 . 5 4  
6 2 . 4 3  
3 9 .  4 4  
2 3 . 1 4  
1 9 . 3 0
N a C l
D
7 8 . 5 4
4 9 . 5 4  
3 2 . 7 7  
2 6 . 8 5  
1 3 . 5 1
R b B r
D
7 8 . 5 4  
6 0 . 2 6  
3 0 .  46  
2 4 . 8 1  
1 9 . 0 7  
1 3 . 0 1
C s l
D
6 0 . 1 8  
4 0 . 5 7  
2 9 . 7 9  
2 4 .  44  
1 8 . 6 8  
1 5 . 2 9
R / A  Ka  Ao
7 . 0  0 . 5 0  1 1 4 . 9 5
1 0 . 9  1 . 7 7  8 2 . 4 6
1 0 . 5  8 . 7 4  5 3 . 6 7
6 . 7  7 1 . 6  4 2 . 2 2
8.6  1 6 9 . 1  4 0 . 0 4
a (A) c o n c .  r a n g e  x  10* r e f s .
0 . 0 4 6  1 9 - 1 3 0  ( 8 7 )
0 . 0 0 8  3 8 - 1 0 3  . ( 9 3 )
0 . 0 0 0  8 - 3 6  ( 9 3 )
0.000  6 - 2 0  ( 9 3 )
0 . 0 0 4  5 - 2 5  ( 9 3 )
4
R Ka  Ao  a ( A )  c o n c .  r a n g e  x  1 0  r e f s .
6.8  0 . 6 2  1 2 6 . 5 5  0 . 0 0 6  1 9 - 1 0 0  ( 9 0 )
7 . 9  3 . 2 6  7 1 . 1 7  0 . 0 0 1  1 0 - 5 5  ( 9 0 )
5 . 0  1 6 . 5  5 3 . 3 0  0 . 0 0 3  8 - 4 5  ( 9 0 )
5 . 5  4 1 . 0  4 8 . 7 9  0 . 0 0 6  8 - 3 6  ( 9 0 )
1 1 . 0  1 3 0 3  3 8 . 7 9  0 . 0 1 1  4 - 2 5  ( 9 0 )
R Ka  Ao a ( A )  c o n c .  r a n g e  x  1 0 4 r e f s .
4 . 0  0 . 2 4  1 5 5 . 4 6  0 . 0 0 5  2 0 - 1 0 3  ( 8 9 )
3 . 1  0 . 3 9  1 0 3 . 0 5  0 . 0 0 5  1 5 - 7 5  ( 8 9 )
4 . 4  2 3 . 1  5 8 . 4 1  0 . 0 0 4  7 - 3 8  ( 8 9 )
6 . 2  5 9 . 0  5 3 . 0 7  0 . 0 0 2  6 - 3 1  ( 8 9 )
7 . 5  2 2 4 . 9  4 8 . 1 0  Q . 0 0 3  5 - 2 6  ( 8 9 )
1 3 . 0  1 6 5 7  4 0 . 8 2  0 . 0 0 8  3 - 1 6  ( 8 9 )
4
R k a  Ao  a ( A )  c o n c .  r a n g e  x  1 0  r e f s ,
3 . 2  - 0 . 0 7  9 9 . 4 4  0 . 0 1 0  1 5 - 7 4  ( 9 4 )
3 . 9  2 . 6 9  6 6 . 9 1  0 . 0 0 2  9 - 5 0  ( 9 4 )
5 . 7  1 7 . 9  5 6 . 5 5  0 . 0 0 1  9 - 4 1  ( 9 4 )
5 . 9  4 9 . 8  5 2 . 4 0  0 . 0 0 1  6 - 3 1  ( 9 4 )
7 . 9  1 8 7 . 9  4 8 . 5 7  0 . 0 0 3  5 - 2 5  ( 9 4 )
9 . 4  5 5 5 . 3  4 6 . 1 2  0 . 0 0 7  4 - 2 0  ( 9 4 )
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TABLE 10  c o n t .  : R e s u l t s  o f  a n a l y s i s  o f  c o n d u c ta n c e  d a ta  f o r  som e A l k a l i  H a l id e s
i n  v a r io u s  d io x a n - w a t e r  m ix t u r e s  a t  2 5 ° C , u s in g  t h e  New M o d e l e q u n .
C s B r
D R / A
k a
Ao a (A)
T -.4
c o n c .  r a n g e  x  10 r e f s .
7 4 . 7 5 3 . 1 0 . 3 1 1 4 2 . 8 6 0 . 0 0 5 8 3 - 5 1 0 ( 8 7 )
7 1 . 9 0 3 . 0 0 . 3 5 1 3 3 . 4 8 0.001 8 0 - 5 3 3 ( 8 7 )
7 0 . 2 8 3 . 2 0 . 36 1 2 8 . 4 9 0 . 0 0 9 5 4 - 4 6 0 ( 8 7 )
6 2 . 4 2 4 . 2 0 . 9 3 1 0 8 . 6 5 0.010 4 2 - 2 7 6 ( 8 7 )
5 9 . 9 1 3 . 0 0 . 9 8 101.86 0 . 0 0 5 5 2 - 3 7 1 ( 8 7 )
4 9 . 5 8 2 . 9 1.86 8 2 . 5 3 0 . 0 0 5 2 5 - 1 7 5 ( 8 7 )
4 6 . 3 7 3 . 7 3 . 3 7 7 7 . 2 8 0 . 0 0 7 1 5 - 9 6 ( 8 7 )
4 1 . 7 4 4 . 1 5 .  4 3 7 0 . 7 3 0 . 0 0 4 1 0 - 8 9 ( 8 7 )
3 8 . 5 9 5 . 0 8 . 2 3 6 6 . 9 4 0 . 0 0 8 1 2 - 9 9 ( 8 7 )
3 0 . 4 8 5 . 8 2 5 . 3 5 8 . 0 6 0 . 0 0 5 6 - 3 9 ( 8 7 )
2 4 . 1 7 6 . 3 8 0 . 1 5 2 . 2 6 0 . 0 0 9 4 - 1 8 ( 8 7 )
1 6 . 7 3 6.6 5 0 6 . 6 4 5 . 9 2 0 . 0 0 4 0 . 8 - 9 ( 8 7 )
1 3 . 8 3 10.8 1 4 8 6 4 3 . 5 2 0 . 0 0 6 1 . 5 - 4 . 5 ( 8 7 )
TABLE 11 : R e s u l t s  o f  
"  d  ' " f t
a n a l y s i s  f o r  
f t -  k a ^
C s B r i n  d i o x a n - w a t e r  
^  A o v______^
u s i n g PMX,PM an d  NM i 
a ( A ) _
e q u n s .
PMX PM NM PMX PM NM PMX PM NM PMX PM NM
7 4 . 7 5 2 . 7 2.8 3 . 1 - 0 . 0 4 0 . 5 3 0 . 3 1 1 4 2 . 7 1 4 2 . 9 1 4 2 .  9 0.022 0 . 0 0 5 0 . 0 0 5
7 1 .  9 0 2 .  7 2 . 8 3 . 0 - 0 . 0 5 0 . 62 0 .  35 1 3 3 . 3 1 3 3 . 5 1 3 3 .  5 0.022 0.002 0.001
7 0 . 2 8 2 . 7 2 . 9 3 . 2 - 0.12 0 . 6 2 0 . 3 5 1 2 8 .  3 1 2 8 . 5 1 2 8 . 5 0 . 0 2 8 0.010 0 . 0 0 9
6 2 . 4 2 3 . 2 3 . 9 4 . 2 0 . 2 9 1 . 3 5 0 . 9 3 1 0 8 .  5 1 0 8 . 6 1 0 8 . 6 0 . 0 1 4 0.010 0.011
5 9 . 9 1 3 . 0 2 . 7 3 . 0 0 . 4 3 1 . 5 1 0 . 9 8 101. 6 101.8 101. 8 0 . 0 3 6 0 . 0 0 4 0 . 0 0 5
4 9 . 5 8 3 . 7 2.8 2 . 9 1 . 2 7 2 .  8 7 1 . 86 8 2 .  3 8 2 . 5 8 2 . 5 0 . 0 3 6 0 . 0 0 6 0 . 0 0 7
4 6 . 3 7 4 . 0 3 .  7 3 . 7 2 . 7 3 4 . 6 5 3 . 3 7 7 7 . 2 7 7 .  3 7 7 . 3 0 . 0 1 6 0 . 0 0 7 0 . 0 0 7
4 1 . 7 4 4 .  3 4 . 2 4 . 1 4 . 4 3 7 . 2 1 5 . 4 3 7 0 .  6 7 0 .  7 7 0 . 7 0.020 0 . 0 0 4 0 . 0 0 4
3 8 . 5 9 5 . 0 4 . 5 5 . 0 6. 84 10.2 8 . 2 3 66.8 6 7 . 0 6 7 . 0 0 . 0 2 3 0 . 0 0 6 0 . 0 0 7
3 0 .  4 8 5 . 5 6.0 5 . 8 2 1 . 5 3 0 . 2 2 5 .  3 5 7 . 9 5 8 . 0 5 8 . 0 0.011 0 . 0 0 5 0 . 0 0 5
2 4 . 1 7 6 . 6- 7 . 0 6 . 3 7 2 . 5 9 1 . 3 8 0 . 1 5 2 . 1 5 2 . 3 5 2 . 3 0 . 0 1 4 0 . 0 0 9 0 . 0 0 9
1 6 . 7 3 8 . 4 7 . 8 6.6 4 7 1 5 4 4 5 0 6 4 5 . 8 4 5 . 9 4 5 . 9 0 . 0 3 6 0.002 0 . 0 0 3
1 3 .  83 9 . 7 12.8 10. 8 1 3 9 2 1 5 6 5 1 4 8 6 4 3 .  3 4 3 . 5 4 3 .  5 0.012 0 . 0 0 5 0 . 0 0 5
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TABLE 1 2 :  R e s u l t s  o f  a n a l y s i s  o f  c o n d u c t a n c e  d a t a  f o r  som e  T e t r a a l k y l a m m o n i u m
h a l i d e s  i n  M e t h a n o l  a t  2 5 ° C .
U s i n g  New M o d e l  e q u a t i o n
R IA K, Ao a  (A) c o n c .  r a n g e  x  10 r e f s .
Me .N C I  
4
Me .N B r  
4
M e4N I
6 . 3
6.6
6 . 7
2 5 . 4 5
3 0 . 1 4
3 4 . 0 4
1 2 1 . 1 6 4
1 2 5 . 3 5 0
1 3 1 . 5 6 1
0.0012
0 . 0 0 3 0
0 . 0 0 2 9
1 0 - 6 5
5 - 4 6
6 - 4 7
( 9 5 )
( 9 5 )
( 9 5 )
M e4 N B r
E t 4N B r
P r . N B r  
4
6.6
6 . 7
8 . 4
3 0 . 1 4  
2 4 .  37  
2 4 . 1 9
1 2 5 . 3 5 0
1 1 7 . 0 4 9
1 0 2 . 6 2 6
0 . 0 0 3 0
0 . 0 0 8 0
0 . 0 0 7 3
5 - 4 6
1 0 - 4 6
3 - 4 0
( 9 5 )
( 9 5 )
( 9 5 )
U s i n g  P r i m i t i v e  M o d e l  e q u a t i o n
a  M K, Ao a  (A) c o n c . r a n g e  x l O  r e f s .
Me .N C I  
4
M e4N B r
Me4NI
6.2 
6.6 
6. 8
2 9 . 0 8
3 3 . 9 4
3 8 . 0 2
1 2 1 . 1 8 6
1 2 5 . 3 6 0
1 3 1 . 5 6 8
0 . 0 0 1 7
0 . 0 0 2 8
0 . 0 0 2 8
1 0 - 6 5  ( 9 5 )
5 - 4 6  ( 9 5 )
6 - 4 7  ( 9 5 )
M e .N B r  
4
E t  .N B r  
4
P r  .N B r  
4
6.6
6 . 7
8.0
3 3 . 9 4
2 8 . 0 2
2 7 . 4 2
1 2 5 . 3 6 0
1 1 7 . 0 5 1
1 0 2 . 6 2 8
0 . 0 0 2 8
0 . 0 0 8 4
0 . 0 0 7 5
5 - 4 6  ( 9 5 )
1 0 - 4 6  ( 9 5 )
3 - 4 0  ( 9 5 )
3
U s i n g  P r i m i t i v e  M o d e l  e q u a t i o n  w i t h  t e r m s  «  ( 8 k )  o m i t t e d  (PMX)
Me .N C I  
4
M e4 NBr
Me4NI
5 . 4  
5 . 6
5 . 5
KA
1 9 . 4 9
2 5 . 2 1
2 9 . 1 3
Ao
1 2 0 . 8 7 7  
1 2 5 . 1 8 0  
1 3 1 . 3 9 7
a  (A)
0 . 0 2 6 7
0 . 0 3 1 1
0 . 0 1 9 7
q
c o n c . r a n g e  x l O  r e f s ,
1 0 - 6 5
5 - 4 6
6 - 4 7
( 9 5 )
( 9 5 )
( 9 5 )
M e 4NBr
Et4NBr
P r . N B r  
4
5 . 6
5 . 8
6.0
2 5 . 2 1  
1 9 .  8 3  
1 8 . 1 2
1 2 5 . 1 8 0
1 1 6 . 9 2 3
1 0 2 . 5 6 4
0 . 0 3 1 1
0 . 0 2 9 1
0 . 0 1 0 9
5 - 4 6  ( 9 5 )
1 0 - 4 6  ( 9 5 )
3 - 4 0  ( 9 5 )
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TABLE 1 3 : R e s u l t s  o f  a n a l y s i s  o f  c o n d u c t a n c e  d a t a  f o r  so m e  a l k a l i  i o d i d e s
~ o .
i n  P r o p a n o l  a t  2 5  C . .  
U s i n g  t h e  New M o d e l  e q u a t i o n
R t f  k a
1 1 . 3  1 9 0 . 9 7N a l
R b l
C s l
8.6
8 . 4
4 7 2 . 0 5
6 4 6 . 3 7
U s i n g  P r i m i t i v e  M o d e l  e q u a t i o n
N a l
R b l
C s l
1 1 . 5
9 . 8
10.0
KA  
2 0 8 . 3 1  
4 9 3 .66 
6 6 9 . 8 8
Ao
2 4 .  38  
2 6 . 9 9  
2 7 . 7 2
Ao
2 4 . 3 9
2 6 . 9 9
2 7 . 7 3
a (A)
0.0110
0 . 0 0 6 3
0 . 0 0 7 2
a (A)
0.0110
0 . 0 0 6 7
0 . 0 0 7 4
3
U s i n g  t h e  P r i m i t i v e  M o d e l  e q u a t i o n  w i t h  t e r m s  «  (B k ) o m i t t e d ,
N a l
R b l
C s l
8.1
7 . 3
7 . 4
KA
1 6 5 . 5 8
4 3 9 . 9 1
6 1 9 . 4 8
Ao
2 4 .  36  
2 6 . 9 1  
2 7 . 6 7
0 (A)
0.0120
0 . 0 1 5 9
0 . 0 1 1 4
TABLE 1 4 :  C o m p a r i s o n  o f  ' b e s t  f i t 1 s t a n d a r d  d e v i a t i o n  v a l u e s  o b t a i n e d  w i t h  t h e
NM, PM a n d  PMX e q u a t i o n s  i n  a n a l y s i s  o f  d a t a  f o r  s o m e  R^NX s a l t s  i n  MeOH.
NM PM PMX
M e ^ N C l 0.001 0.001 0 . 0 2 6
M e^N B r 0 . 0 0 3 0 . 0 0 3 0 . 0 3 1
M e4N I 0 . 0 0 3 0 . 0 0 3 0.020
E t 4 NBr 0 . 0 0 8 0 . 0 0 8 0 . 0 2 9
P r  .N B r  
4
0 . 0 0 7 0 . 0 0 7 0.011
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sh o w n  ( u s i n g  u l t r a s o n i c  a b s o r p t i o n  m e t h o d s )  t h a t  w i t h  MnSCQ i n  w a t e r ,  a  t h r e e  
s t a g e  a s s o c i a t i o n  p r o c e s s  i n v o l v i n g  t h e  f o r m a t i o n  o f  S S I P ' s  o c c u r s ,
H
Mn2 +  +  S02.~  Mn2 + . . . 0 - H . . . 0 — H . . . S O 2 ”  = = + -  Mn2 + . . . 0 — H . . . S O ^ "‘i I ‘i I H
H . . I
Mn2+ . . . S O 2 ”
t h u s  t h e  R v a l u e  o b t a i n e d  w i t h  t h e  New M o d e l  e q u a t i o n  i s  v e r y  r e a s o n a b l e .
TABLE 1 5 :  R e s u l t s  o f  a n a l y s i s  o f  c o n d u c t a n c e  d a t a  f o r  m a g n e s i u m  s u l p h a t e  i n  w a t e r
a t  2 5 ° C * 9 7 * u s i n g  t h e  NM, PM a n d  PMX e q u a t i o n s .
v
a /A k a Ao a (A) c o n c .  r a n g e  x
NM 8 . 7 1 7 5 . 4 1 3 3 . 0 2 0.021 1-20
PM 9 . 2 1 9 5 . 2 1 3 3 . 0 4 0.021 1-20
PMX 8.0 1 4 7 . 5 1 3 2 . 5 6 0 . 0 9 7 1-20
I t  i s  o f  i n t e r e s t  t o  sh o w  t h a t  b o t h  t h e  PM a n d  t h e  NM e q u a t i o n s  (w h en t e r m s
3
p r o p o r t i o n a l  t o  ( 0 k )  a r e  i n c l u d e d ) ,  g i v e  g o o d  f i t s  t o  e x p e r i m e n t a l  d a t a  w e l l  
o u t s i d e  t h e  c o n c e n t r a t i o n  r a n g e  w i t h i n  w h i c h  t h e y  may b e  c o n s i d e r e d  r i g o r o u s .
I n  T a b l e  1 6  w e sh o w  r e s u l t s  o b t a i n e d  w i t h  t h e  NM, PM a n d  PMX e q u a t i o n s  a n a l y s i n g
d a t a  f o r  MgSCQ i n  w a t e r * 9 7 * ,  u s i n g  d a t a  w i t h i n  v a r i o u s  c o n c e n t r a t i o n  r a n g e s
- 2  -4
e x t e n d i n g  up t o  1 x  1 0  M o l a r .  B e y o n d  2 0  x  1 0  M, ek  > l  a n d  n e i t h e r  t h e  PM o r
t h e  NM e q u a t i o n  c a n  b e  c o n s i d e r e d  i n  a n y  w a y  r i g o r o u s ;  h o w e v e r ,  w h en  t e r m s  
3
p r o p o r t i o n a l  t o  ( 0 k )  a r e  i n c l u d e d ,  a g o o d  f i t  t o  t h e  d a t a  i s  o b t a i n e d  e v e n  a t  
8 0  x  1 0 - 4M, ( w h e r e  e k  ^  1 . 6 ) .  T h e  PM a n d  NM e q u a t i o n s  n o t  o n l y  sh o w  a n  i m p r o v e d  
f i t  o v e r  t h e  PMX e q u a t i o n  b u t  a l s o  t h e  p a r a m e t e r s  R ,  I Q  a n d  A o s h o w  v e r y  l i t t l e
v a r i a t i o n  a s  t h e  c o n c e n t r a t i o n  r a n g e  i s  e x t e n d e d .  I n  p a r t i c u l a r ,  w i t h  t h e  NM
e q u a t i o n  I Q  c h a n g e s  b y  o n l y  1 . 9  l . m o l e  1 w h i l s t  w i t h  t h e  PMX e q u a t i o n  I Q  v a r i e s
b y  2 3 . 1  l . m o l e ” 1 . T h e s e  r e s u l t s  a r e  d i s c u s s e d  i n  t h e  n e x t  s e c t i o n .
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TABLE 1 6 :  R e s u l t s  o f  a n a l y s i s  o f  c o n d u c t a n c e  d a t a  f o r  M a g n e s i u m  S u l p h a t e  i n
w a t e r  a t  2 5 ° C ^ 971  c o v e r i n g  v a r i o u s  c o n c e n t r a t i o n  r a n g e s .
U s i n g  New M o d e l  e q u a t i o n
R / 4
k a
Ao o ( A ) c o n c .  r a n g e
7 . 2 1 7 4 . 0 1 3 3 . 1 0 0 . 0 1 7 1 - 1 0
CO 1 7 5 . 4 1 3 3 . 0 2 0.021 i to o
9 . 1 1 7 5 . 5 1 3 3 . 0 0 0 . 0 2 4 1 - 4 0
co VD 1 7 5 . 9 1 3 3 . 0 2 0 . 0 3 2 1 - 5 0
8 . 5 1 7 7 . 2 1 3 3 . 1 0 0 . 0 7 0 1 - 8 0
U s i n g  t h e  P r i m i t i v e  M o d e l  e q u a t i o n
a  / $
k a
Ao o (A) c o n c .  r a n g e
7 . 9 1 9 2 . 7 1 3 3 . 1 2 0 . 0 1 7 1 - 1 0
9 . 2 1 9 5 . 2 1 3 3 . 0 4 0.021 1 - 2 0
9 . 3 1 9 5 . 3 1 3 3 . 0 3 0 . 0 2 3 1 - 4 0
9 . 0 1 9 5 . 9 1 3 3 . 0 9 0 . 0 4 0 1 - 5 0
8 . 5 1 9 8 . 4 1 3 3 . 2 3 0 . 0 8 3 1 - 8 0
s i n g  t h e P r i m i t i v e  M o d e l e q u a t i o n  w i t h
3
t e r m s  «  ( 8k) o m i t t e d  (PMX)
a
k a
Ao a (A) c o n c .  r a n g e
8.6 1 5 8 . 2 1 3 2 . 7 7 0 . 0 4 6 1 - 1 0
8.0 1 4 7 . 5 1 3 2 . 5 6 0 . 0 9 7 1 - 2 0
7 . 5 1 3 9 . 7 1 3 2 . 4 0 0 . 1 2 4 1 - 4 0
7 . 2 1 3 5 . 1 1 3 2 . 3 1 0 . 1 4 8 1 - 5 0
6 . 9 1 3 1 . 1 1 3 2 . 2 3 0 . 1 7 2 1 - 8 0
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(b ) U n s y m m e t r ic a l  E l e c t r o l y t e s
I n  T a b l e s  1 7  a n d  1 8  we s h o w  r e s u l t s  o b t a i n e d  u s i n g  t h e  New M o d e l  e q u a t i o n  
t o  a n a l y s e  d a t a  f o r  s o m e  2 : 1  e l e c t r o l y t e s  i n  w a t e r  ( T a b l e  1 7 )  a n d  M e t h a n o l  ( T a b l e  1 8 ) .
I n  F i g u r e  3 1  p l o t s  o f  (A ,  -  A ) / A o  a r e  sh o w n  f o r  t h e  a l k a l i n e  e a r t h  h a l i d e sCaiC* 0Xp *
i n  M e t h a n o l  a t  2 5 ° C .  I t  c a n  b e  s e e n  t h a t  n o  s y s t e m a t i c  d e v i a t i o n  i s  e v i d e n t .
*  o  oTABLE 1 7  : R e s u l t s  o f  a n a l y s i s  f o r  s o m e  2 : 1  e l e c t r o l y t e s  i n  w a t e r  a t  2 5  C a n d  1 0  C
u s i n g t h e  New M o d e l e q u a t i o n ( I I I . 1 2 4 )  .
2 5 ° C
r /A K.( 1 > K < 2 > A  A XV +
X °  +
a m x
a  (A) c o n e . r a n g e
4
x l O  r e f s .
M g C l2 6.2 4 . 0  0 5 3 . 1 6 5 0 . 0 4 0 . 7  -  2 6 ( 9 8 )
C a C l 2 5 . 6 2 . 9  0 5 9 . 2 6 0 0 . 0 4 1 . 0  -  4 1 ( 9 8 )
S r C l 2 5 . 6 3 . 5  0 5 9 . 5 7 0 0 . 0 3 0 . 3  -  29 ( 9 8 )
B a C l 2 5 . 4 3 . 5  0 6 3 . 6
f t
7 0
x °  — 
AMX
0 . 0 3 0 . 7  -  31 ( 9 8 )
k 2s ° 4 5 . 8 10.0  0 7 9 . 9 72 0 . 0 7 3 - 3 4 ( 9 9 )
N a 2S 04 6.2 9 . 0  0 8 0 . 0 6 0 0.02 3 - 2 2 ( 9 9 )
O x a l i c
a c i d 3 . 9 1 . 8 9 x l 0 4 1 8 . 1 7 4 . 2 4 0 0 . 0 4 1 2 3 - 1 2 6 ( 100)
( f r o m EMF - 1 . 86x l 04 1 8 . 6 _ _ ( \o \ )
*  A 4 - p a r a m e t e r  c u r v e  f i t t i n g  p r o c e d u r e  w as u s e d  f o r  a l l  o f  t h e  a b o v e  e l e c t r o l y t e s
w i t h  t h e  e x c e p t i o n  o f  O x a l i c  a c i d ,  ( f o r  t h i s  e l e c t r o l y t e  v a l u e s  o b t a i n e d  f r o m
EMF m e a s u r e m e n t s  a r e  g i v e n  f o r  c o m p a r i s o n  w i t h  c o n d u c t a n c e  r e s u l t s ) .  V a l u e s
u s e d  f o r  t h e  l i m i t i n g  e q u i v a l e n t  c o n d u c t a n c e  o f  t h e  u n i v a l e n t  i o n s  a r e  a s  f o l l o w s :
\ °  -  = 7 6 . 3 5 ,  X °  +  = 7 3 . 5 2 ,  \ ° + =  5 0 . 0 4 ,  X ?  +  = 3 5 0 . 0 .
C l  K Na H
T h e  R v a l u e s  sh o w n  i n  T a b l e  1 7  s u g g e s t  t h a t  t h e  s p e c i e s  
M2 +  . . .O  - H .  . . x ~
I
II
h a s  c o n s i d e r a b l e  s t a b i l i t y .  R a t h e r  u n e x p e c t e d l y ,  r e s u l t s  i n  M e t h a n o l  s h o w  t h a t  
t h e  c o m p a r a b l e  s p e c i e s  i n  t h i s  s o l v e n t  i s  s o m e w h a t  l e s s  s t a b l e .  I n  m e t h a n o l  o n l y
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TABLE 1 8 : R e s u l t s  o f  a n a l y s i s  f o r  s o m e  2 : 1  s a l t s  i n  M e t h a n o l  a t  2 5 °  a n d  1 0 ° C  
u s i n g  t h e  New M o d e l  e q u a t i o n .
2 5 ° C
R „ ( 1)
k a
„ ( 2)
k a Xm2 + X °  +  MX o (A)
4
c o n c . r a n g e  x l O  r e f s .
M g C l2 5 . 4 3 1 0 < 1 5 6 . 6 4 5 0.01 1 - 1 0 ( 8 5 )
C a C l 2 5 . 0 4 4 0 < 1 5 7 . 5 4 1 0.01 1 - 1 0 ( 8 5 )
S r C l 2 5 . 0 4 8 0 < 1 5 9 . 8 46 0 . 0 3 1 - 1 0 t h i s  w o r k
B a C l 2 4 . 9 4 8 0 <1 6 0 . 5 48 0 . 0 4 1 - 1 0 t h i s  w o r k
B a B r 2 5 . 0 3 6 0 1 . 9 6 1 . 2 42 0.12 1 - 1 1 t h i s  w o r k
S r  ( N 0 3>2 6.8 6 2 0 0 1 7 0 6 0 . 2 4 0 0 . 2 5 1 - 1 3 t h i s  w o r k
Z n C l 2 4 . 8  2 . 1x 104 1 . 2x 104 5 8 . 5 4 0 0 . 0 9 01i—t t h i s  w o r k
1 0 ° C
M g C l2 5 . 0 220 < 1 4 5 .  3 38 0.01 1 - 9 ( 8 5 )
C a C l 2 8 . 4 4 1 0 <1 4 5 . 6 5 0 0 . 0 4 1 - 4 ( 8 5 )
*
w i t h t h e  e x c e p t i o n  o f Z n C l  , B a B r a n d S r ( N 0 3 ) 2 a l l  s a l t s w e r e  f o u n d  t o h a v e  kJ 2 ' A
v a l u e s < 1 ,  t h u s i n  t h e s e  s y s t e m s f u r t h e r a n a l y s i s was b y  m e a n s  o f  a 4 p a r a m e t e r
c u r v e f i t t i n g  p r o c e d u r e V a l u e s o f l i m i t i n g  e q u i v a l e n t  c o n d u c t a n c e  u s e d f o r  t h e
u n i v a l e n t  i o n s  w e r e  a s
r>
f o l l o w s : X ° -  = 5 2 . 3 5  ( a t 2 5 ° C )  a n d 4 2 . 1 0  a t  1 0 ° C '  A -  -  51 
B r
XNQ-  -  6 1 . 0 .
(2)B a B r 2 , S r ( N 0 3) 2 a n d  Z n C l2 h a v e  K £  v a l u e s  > 1 .  W i t h  Z n C l 2 t h e  l a r g e  a m o u n t  o f  
i o n  a s s o c i a t i o n  i s  d u e  t o  c o v a l e n t  i n t e r a c t i o n s  b e t w e e n  t h e  i o n s .
1 7 0
P l o t s  o f  6A = (A , -  A ) /Ao f o r  so me  a l k a l i n e  E a r t h  c h l o r i d e sc a l c .  e x p .
i n  M e t h a n o l  a t  2 5 ° C .
© = Mg Cl  □ =  CaCl  S r C l  B a d2 2 2 2
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SECTION 2 DISCUSSION
A l l  c o n d u c t a n c e  e q u a t i o n s  f o r  s y m m e t r i c a l  e l e c t r o l y t e s  c a n  b e  w r i t t e n  
i n  t h e  f o r m
A =  A o ( l  +  v ^ K d J e K  +  v 2 (Kd) (eic) 2 +  v 3 ( K d ) ( E K ) 3 +   )
( V I I I . 2 )
w h e r e  e a c h  o f  t h e  c o e f f i c i e n t s  v p  may b e  p u t  i n t o  a n  e x p a n d e d  f o r m
Vn  =  C1  +  ° 2  Kd +  c 3 *Kd*2 + .......... ................
+  c “ ' I n  (Kd) +  c 2 * Kd I n  (Kd) +    ( V I I I .  3 )
A o ,  t h e  e q u i v a l e n t  c o n d u c t a n c e  a t  i n f i n i t e  d i l u t i o n ,  w i l l  b e  d e p e n d e n t  o n l y  u p o n  
t h e  r e s i s t a n c e  an i s o l a t e d  i o n  w i l l  e n c o u n t e r  a s  i t  m o v e s  t h r o u g h  t h e  s o l v e n t ,  
a n d  w i l l  t h u s  b e  a  f u n c t i o n  o f  i o n - s o l v e n t  i n t e r a c t i o n s  o n l y .
A t  f i n i t e  c o n c e n t r a t i o n s  i n t e r a c t i o n s  b e t w e e n  t h e  i o n s  w i l l  c a u s e  a  r e d u c t i o n  
i n  t h e  m o b i l i t y  o f  e a c h  i o n ;  t h e s e  i n t e r a c t i o n s  a r e  r e p r e s e n t e d  b y  t h e  c o e f f i c i e n t s
vl '  v2' e tc*
(5  3)D e b y e ,  H u c k e l  a n d  O n s a g e r  ( 1 9 2 3 - 6 )  '  '  u s i n g  t h e  p o i n t  c h a r g e  m o d e l ,  o b t a i n e d
a  l i m i t i n g  e q u a t i o n ,  w h i c h  may b e  w r i t t e n  a s
A =  Ao (1  +  v b e k  ) w h e r e  v ^  =  c 1 (a  n u m e r i c a l
c o n s t a n t )
( V I I I . 4 )
P i t t s  ( 1 9 5 1 - 3 )  *l f 1 3 * u s i n g  t h e  P r i m i t i v e  M o d e l ,  o b t a i n e d  t h e  f i r s t  e x t e n d e d
c o n d u c t a n c e  e q u a t i o n  , w h i c h  may b e  w r i t t e n
A =  Ao (1  +  v 1 ( x a )  e k  +  v 2 (Ka)  ( e k ) 2 ) ( V I I I . 5 )
v ^  a n d  v 2 t h u s  b e i n g  f u n c t i o n s  o f  a  a n d  c o n c e n t r a t i o n .
We h a v e  s e e n  i n  S e c t i o n  1 t h a t  f o r  a l l  s y s t e m s  w h e r e  i o n  a s s o c i a t i o n  o c c u r s  
t o  a  s i g n i f i c a n t  e x t e n t  e x t e n t ,  i n c l u s i o n  o f  t h e  l e a d i n g  ( e x t e r n a l  f i e l d )  t e r m s  
i n  v 3 g r e a t l y  i m p r o v e s  t h e  f i t  o f  t h e  t h e o r e t i c a l  e q u a t i o n  t o  t h e  e x p e r i m e n t a l
d a t a .  P i t t s  e q u a t i o n  w a s  d e r i v e d  s p e c i f i c a l l y  f o r  u s e  w i t h  s t r o n g  e l e c t r o l y t e s ,
3 1a n d  i n  t h i s  c a s e  a d d i t i o n  o f  t h e  e x t r i i  t e r m s  i n  ( e k ) m a k e s  l i t t l e  d i f f e r e n c e
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B e t w e e n  1 9 5 7  a n d  1 9 7 5  F u o s s  a n d  o t h e r  w o r k e r s  o b t a i n e d  a  n u m b e r  a  s i m i l a r
e q u a t i o n s  t o  t h a t  o f  P i t t s ,  a l l  o f  w h i c h  may b e  w r i t t e n  i n  t h e  f o r m  sh o w n  a b o v e
i n  e q u a t i o n  ( 5 ) .  D i f f e r e n c e s  i n  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s ,  a n d  i n  t h e  h y d r o d y n a m i c
t r e a t m e n t  u s e d ,  a r e  t h e  p r i n c i p l e  c a u s e  o f  d i f f e r e n c e s  b e t w e e n  t h e s e  e q u a t i o n s
a n d  t h a t  o f  P i t t s .  We sa w  i n  P a r t  V  t h a t  b o t h  t h e  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  a n d  t h e
t r e a t m e n t  o f  t h e  h y d r o d y n a m i c  r e l a x a t i o n  t e r m  u s e d  b y  P i t t s  a r e  c o r r e c t ,  a n d
t h u s  P i t t s  e q u a t i o n ,  a l t h o u g h  i t  w a s  t h e  o r i g i n a l  e x t e n d e d  c o n d u c t a n c e  e q u a t i o n ,
c a n  b e  sh o w n  o n  t h e o r e t i c a l  g r o u n d s  t o  b e  s t i l l  t h e  b e s t  o f  t h e  v a r i o u s  PM e q u a t i o n s .
T h e  PMX e q u a t i o n  c o r r e s p o n d s  q u i t e  c l o s e l y  t o  t h e  P i t t s  e q u a t i o n ,  d i f f e r i n g  o n l y
(2)
i n  t h e  h i g h e r  r e l a x a t i o n  t e r m  AX .
I n  t h e  P i t t s  e q u a t i o n  c o m p l e t e  d i s s o o i a t i o n  o f  t h e  e l e c t r o l y t e  i s  a s s u m e d ^  
a n d  t h e  P r i m i t i v e  M o d e l  p r o v i d e s  a  g o o d  r e p r e s e n t a t i o n  o f  t h e  r e a l  s y s t e m  w h e r e  
i o n - a s s o c i a t i o n  i s  n e g l i g i b l e ,  a n d  w h e r e  i o n - s o l v e n t  i n t e r a c t i o n s  a r e  w e a k .
T h e  e x t e n s i o n  b y  F u o s s  o f  h i s  own o r i g i n a l  e q u a t i o n ^ ,  a n d  b y  o t h e r
w o r k e r s  o f  t h e  P i t t s  e q u a t i o n ,  t o  a l l o w  f o r  i o n - p a i r i n g  b e t w e e n  t h e  s p e c i e s  
p r e s e n t ,  e x t e n d s  t h e  P r i m i t i v e  M o d e l  t o  s y s t e m s  w h e r e  i t s  u s e  may n o  l o n g e r  b e  
j u s t i f i e d . T h e r e  a r e  tw o  r e a s o n s  f o r  t h i s .
(1)
I n  s y s t e m s  w h e r e  i o n - a s s o c i a t i o n  o c c u r s  t o  a  s i g n i f i c a n t  e x t e n t  ( n o r m a l l y  
w h e r e  D i s  s m a l l  o r  j z ]  l a r g e ) ,  i o n - s o l v e n t  i n t e r a c t i o n s  a r e  u s u a l l y  s t r o n g  
a n d  t h i s  h a s  t w o  r e s u l t s :
( a )  t h e  i o n s  w i l l  t e n d  t o  b e  s u r r o u n d e d  b y  q u i t e  l a r g e  s o l v e n t  s h e l l s  
w i t h i n  w h i c h  d i e l e c t r i c  s a t u r a t i o n  o c c u r s .
(b )  S o l v e n t - s e p a r a t e d  i o n - p a i r s  w i l l  b e c o m e  s t a b l e  o r  s e m i - s t a b l e  e n t i t i e s .
We h a v e  s e e n  a b o v e  ( P a r t  I )  t h a t  b o t h  o f  t h e s e  f a c t o r s  w i l l  r e s u l t  i n  e x t r a  
s h o r t - r a n g e  r e p u l s i v e  f o r c e s  b e t w e e n  t h e  i o n s  i n  a d d i t i o n  t o  t h e  h a r d - c o r e  
q u a n t u m  f o r c e s ;  t h u s  a s  i o n - d i p o l e  i n t e r a c t i o n s  b e c o m e  s i g n i f i c a n t ,  t h e  
d i s c o n t i n u o u s  n a t u r e  o f  t h e  s o l v e n t  b e c o m e s  i m p o r t a n t  a n d  i t  i s  n o  l o n g e r  
s u f f i c i e n t  ( a t  l e a s t  w h e r e  t h e  i o n s  a r e  i n  c l o s e  p r o x i m i t y )  t o  r e p r e s e n t  t h e  
s o l v e n t  a s  a d i e l e c t r i c  c o n t i n u u m .
F o r  t h e  P r i m i t i v e  M o d e l ,  t h e  d i s t a n c e  p a r a m e t e r  d  i s  t h a t  c e n t r e - t o - c e n t r e  
d i s t a n c e  a t  w h i c h  t h e  t w o  r i g i d  s p h e r e s  r e p r e s e n t i n g  t h e  i o n s  a r e  i n  c o n t a c t .
t o  t h e  a (A) v a lu e s  o b t a in e d .
(2 )
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T h u s  i f  we t a k e  a  r e f e r e n c e  i o n  j ,  a n  i n f i n i t e  p o t e n t i a l  b a r r i e r  p r e v e n t s  
a n y  o t h e r  i o n  f r o m  a p p r o a c h i n g  c l o s e r  t h a n  r  =  a ,  h e n c e
f . .  =  0  w h en  r  < a  (w h e r e  d  =  a  f o r  t h e  PM) ( V I I I . 6)J 1
Now t h e  c o n d i t i o n  f ? . ( a )  =  0  i s  a  f u n d a m e n t a l  o n e  w hen we c o n s i d e r  t h eJ J-
e q u i l i b r i u m  s i t u a t i o n  ( s e e  p g . 4 0 )  a n d  f o r  s t r o n g  ( u n a s s o c i a t e d )  e l e c t r o l y t e  
s y s t e m s  t h e  b o u n d a r y  c o n d i t i o n  u s e d  i n  t h e  n o n - e q u i l i b r i u m  c a s e ,  t h a t
f j ± ( r , e )  = 0  w hen r  =  a  ( V I I I . 7 )
f o l l o w s  n a t u r a l l y .
W h e r e  h a r d - c o r e  q u a n t u m  f o r c e s  a r e  t h e  o n l y  s i g n i f i c a n t  s h o r t - r a n g e
r e p u l s i v e  i n t e r a c t i o n s ,  t h e  c o n d i t i o n  f ? .  =  0 f o r  r  < a w i l l  o c c u r  w h e r eJ fc
a  =  t h e  sum  o f  t h e  c r y s t a l  r a d i i  o f  t h e  i o n s  (ac ) / a n d  t h e  d i s t a n c e  p a r a m e t e r  
w i l l  h a v e  t h e  p h y s i c a l  m e a n i n g  n o r m a l l y  a t t a c h e d  t o  i t .  W h e r e  i o n - a s s o c i a t i o n  
o c c u r s  h o w e v e r ,  d  now h a s  a  f u r t h e r  s i g n i f i c a n c e .  A s  we h a v e  d i s c u s s e d  a b o v e  
( P a r t  I )  o n l y  f r e e  ( u n a s s o c i a t e d )  i o n s  w i l l  c o n t r i b u t e  t o  c h a r g e  t r a n s p o r t  
(a n d  t o  a l l  o t h e r  e f f e c t s  d e p e n d e n t  o n  e l e c t r o s t a t i c  i n t e r a c t i o n s  b e t w e e n  t h e  
i o n s  t h e m s e l v e s  o r  b e t w e e n  t h e  i o n s  a n d  an  e x t e r n a l  f i e l d ) . W hen w e e x t e n d  
a  P r i m i t i v e  M o d e l  e q u a t i o n  t o  a s s o c i a t e d  s y s t e m s  (b y  a s s u m i n g  A -> y A  a n d  
c i  +  ^ u n c b fc°n  f n o w r e f e r s  t o  f r e e  i o n s  o n l y  a n d  f o r  a  f r e e  j - i o n
b y  d e f i n i t i o n
f ? ±  =  0 w h e r e  r <  d  ( V I I I . 8)
w h e r e  d  i s  t h e  d i s t a n c e  b e t w e e i3 t h e  i o n s  a t  w h i c h  i o n - p a i r i n g  o c c u r s .  W h e r e
o n l y  c o n t a c t  i o n - p a i r i n g  o c c u r s ,  t h i s  d e f i n i t i o n  o f  d  i s  i n  e f f e c t  t h e  s a m e  
a s  t h e  o r i g i n a l  o n e ,  a n d  d s t i l l  e q u a l s  a c  ( t h e  sum  o f  t h e  c r y s t a l  r a d i i ) ; h o w e v e r  
i n  s y s t e m s  w h e r e  I<A  i s  l a r g e  i o n - a s s o c i a t i o n  n o r m a l l y  o c c u r s  b e f o r e  t h e  
a n i o n  a n d  c a t i o n  r e a c h  t h e  c o n t a c t  d i s t a n c e ,  som e  f o r m  o f  s o l v e n t - s e p a r a t e d  
i o n  p a i r  b e i n g  f i r s t  f o r m e d .  T h u s  d  i s  n o  l o n g e r  e q u a j p .  t o  t h e  sum  o f  t h e  
c r y s t a l  r a d i i .  I n  t h i s  c a s e  l e t
d =  a c  +  1 ( V I I I . 9 )
I n  t h e  e q u i l i b r i u m  s i t u a t i o n  t h i s  d i s t i n c t i o n  i s  n o t  p a r t i c u l a r l y  i m p o r t a n t ,  
s i n c e ' i t  i s  s t i l l  p o s s i b l e  ( b u t  n o t  p a r t i c u l a r l y  i n f o r m a t i v e )  t o  r e p r e s e n t  t h e
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s o l u t i o n  a s  a  s y s t e m  o f  c h a r g e d  s p h e r e s  o f  r a d i u s  a  +  £ ; h o w e v e r ,  i n  t h e
f
p e r t u r b e d  c a s e  a n  a d d i t i o n a l  b o u n d a r y  c o n d i t i o n  m u s t  b e  u s e d  t o  d e t e r m i n e  f j ^  
a n d  i t  i s  i m p o r t a n t  t h a t  t h e  t w o  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  s h o u l d  b e  i n  r e a s o n a b l e  
a c c o r d .
I
T h e  a s s u m p t i o n  t h a t  f j ^ ( d , 8) =  0  d e p e n d s  o n  t h e  e x i s t e n c e  o f  an  i i  f i n i t e  
p o t e n t i a l  b a r r i e r  a t  r  =  d ,  a n d  o n  t h i s  b e i n g  i n  r e a s o n a b l e  a g r e e m e n t  w i t h  
t h e  s i t u a t i o n  i n  t h e  r e a l  s y s t e m .  I t  d o e s  n o t  a p p e a r  r e a s o n a b l e  h o w e v e r  t o  
a s s u m e  t h a t  s u c h  a n  i n f i n i t e  b a r r i e r  e x i s t s  a t  d =  a ^  +  Jl w h e r e  Z may e q u a l  
2 o r  3 d g ( d g =  t h e  d i a m e t e r  o f  a  s o l v e n t  m o l e c u l e ) , a n d  e q u i l i b r i a  s u c h  a s
-  f t  ♦ -
M . . . s o l V . . . X  r £ = = ;  M . . . X  +  s o l v .
e x i s t ,  w i t h  i o n s  a p p r o a c h i n g  ( a n d  s e p a r a t i n g )  a c r o s s  t h e  b o u n d a r y  a t  r  =  d .
S i n c e  t h e r e  i s  a n  i n c o n s i s t e n c y  b e t w e e n  t w o  o f  t h e  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  u s e d ,  
a n d  a v a l u e s  o b t a i n e d  u s i n g  P r i m i t i v e  M o d e l  e q u a t i o n s  f o r  s u c h  s y s t e m s  
m u s t  b e  c o n s i d e r e d  u n r e l i a b l e .
We c a n  s e e  t h a t  t h e  P r i m i t i v e  M o d e l ,  w h i c h  i s  l i m i t e d  e v e n  i n  t h e  c a s e  
o f  s t r o n g  e l e c t r o l y t e s  b y  t h e  n e g l e c t  o f  a l l  s h o r t  r a n g e  i n t e r a c t i o n s  o t h e r  
t h a n  h a r d  c o r e  f o r c e s  ^1 , 1 3 Y  b e c o m e s  e v e n  m o r e  i n a d e q u a t e  i n  s y s t e m s  w h e r e  
i o n - a s s o c i a t i o n  o c c u r s  t o  a n y  s i g n i f i c a n t  e x t e n t .
I n  t h i s  w o r k  a n  a t t e m p t  h a s  b e e n  m a d e ,  b y  i n t r o d u c i n g  a  new a n d  s p e c i f i c a l l y  
C h e m i c a l  m o d e l ,  t o  o v e r c o m e  t h i s  p r o b l e m .  T h e  d i s t a n c e  p a r a m e t e r  i s  now  
d e f i n e d  a s  t h e  p o i n t  a t  w h i c h  s h o r t  r a n g e  r e p u l s i v e  f o r c e s  b e c o m e  l a r g e  e n o u g h  
t o  i m p e d e  f u r t h e r  a p p r o a c h  o f  t h e  i o n s ,  a l l o w i n g  t h e  f o r m a t i o n  o f  c o n t a c t ,  o r  
s o l v e n t  s e p a r a t e d  i o n - p a i r s .  We h a v e  s e e n  a b o v e  t h a t  i n  t h e  e q u i l i b r i u m  c a s e  
t h i s  m o d e l  l e a d s  t o  an e x p r e s s i o n  f o r  t h e  d i s t r i b u t i o n  f u n c t i o n  an<^ t h u s
f o r  t h e  e x c e s s  f r e e  e n e r g y  o f  t h e  s y s t e m ,  w h i c h  i s  e q u i v a l e n t  t o  t h a t  o b t a i n e d  
w i t h  t h e  P r i m i t i v e  M o d e l ;  h o w e v e r  t h e  m e a n i n g  o f  t h e  d i s t a n c e  p a r a m e t e r  i s  
c h a n g e d .  I t  i s  t o  b e  h o p e d  t h a t  t h e  v a l u e s  o b t a i n e d  f o r  t h i s  p a r a m e t e r ,  f o r  
e x a m p l e  f r o m  t h e  a n a l y s i s  o f  a c t i v i t y  c o e f f i c i e n t  d a t a ,  w i l l  now  b e  m o r e  
u n d e r s t a n d a b l e  a n d  i n f o r m a t i v e  i n  t e r m s  o f  R r a t h e r  t h a n  a .
I n  t h e  n o n - e q u i l i b r i u m  c a s e ,  w i t h  w h i c h  t h i s  w o r k  h a s  b e e n  p r i n c i p a l l y  
c o n c e r n e d ,  a  f u r t h e r  b o u n d a r y  c o n d i t i o n  a t  r  =  R w a s  r e q u i r e d  i n  o r d e r  t o
1 I
d e t e r m i n e  f . . .  T h e  c o n d i t i o n  u s e d  w a s  t h a t  ( 3 f . . / 3 r )  _  =  0 ,  t h u s  r ■'  t h e
3 1 . j  .1 r =k
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d i s t a n c e  p a r a m e t e r  ( i n  t h i s  c a s e  R) i s  i n  f a c t  d e f i n e d  b y  t w o  b o u n d a r y  
c o n d i t i o n s ,  w i t h  t h e  New M o d e l  t h e s e  a r e
( i )  t h a t  f j i ( r ) =  (
( i i )  t h a t  O f j i / 3 r ) r=;R
0  w h e r e  z  4  R
0  a t  r  =  R,
a n d ( V I I I . 1 0 )
(VIII.11)
F o r  t h e  r e a s o n s  d i s c u s s e d  i n  P a r t  I  we may a s s u m e  t h a t  t h e s e  tw o  c o n d i t i o n s  
o c c u r  a t  a p p r o x i m a t e l y  t h e  s a m e  p o i n t ,  a n d  i n  a l m o s t  a l l  c a s e s  t h e  R v a l u e s  
o b t a i n e d  u s i n g  t h e  New M o d e l  e q u a t i o n  ( w h i c h  d i f f e r ,  o f t e n  c o n s i d e r a b l y ,  f r o m  
t h e  a  v a l u e s  f o u n d  w i t h  t h e  P r i m i t i v e  M o d e l  e q u a t i o n s )  a r e  v e r y  r e a s o n a b l e  
i n  t e r m s  o f  t h e  m o d e l  d e s c r i b e d  i n  P a r t  I .
T h e  c o n c e n t r a t i o n  r a n g e  o v e r  w h i c h  a n y  c o n d u c t a n c e f e q u a t i o n  m ay b e  r i g o r o u s l y  
a p p l i e d  w o u l d  a p p e a r  t o  b e  s t r i c t l y  l i m i t e d ,  f r o m  i t s  f o r m  sh o w n  i n  e q u a t i o n  ( 2) 
t o  s y s t e m s  w h e r e  t h e  c h a r g e s  o n  t h e  i o n s ,  t h e  d i e l e c t r i c  c o n s t a n t  o f  t h e  s o l v e n t ,  
a n d  t h e  c o n c e n t r a t i o n  o f  t h e  s o l u t e  a r e  s u c h  t h a t  etc «  1 .  I n  f a c t ,  t h i s
r e s t r i c t i o n  i s  n o t  s o  s e v e r e  a s  w o u l d  a t  f i r s t  a p p e a r .  S e p a r a t i n g  e l e c t r o s t a t i c  
a n d  h y d r o d y n a m i c  t e r m s  i n  t h e  c o e f f i c i e n t s  v p
k  (Kd) +  ftk (Kd) ( s e e  I I I . 1 7 5 )  
n  n
( V I I I . 1 2 )
I n  F i g u r e s  ( 3 2 )  a n d  ( 3 3 )  we p l o t  t h e  m a g n i t u d e  o f  t h e  t e r m s  k p  a n d  k p  a s  
a  f u n c t i o n  o f  K d .
I f  we c o n s i d e r  t h e  s e r i e s  o f  c o e f f i c i e n t s  v ^ i c d ) ,  v 2 (<d) , (xd) , we c a n  
s e e  f r o m  t h e s e  p l o t s  t h a t  e a c h  t e r m  w i l l  d r o p  o f f  m o re  r a p i d l y  w i t h  xd  t h a n  
t h e  p r e v i o u s  t e r m .  I f  t h i s  t r e n d  c o n t i n u e s  w i t h  (fed) , v 5 ( K d ) e t c .  we may  
e x p e c t  t h e  PM a n d  NM e q u a t i o n s ,  w h i c h  a r e  o f  t h e  f o r m
A = A o ( l  + v b (K d)eK  + v 2 (xd) (e tc )2 + v 3 (xd) (e tc )3 )
( V I I I . 1 3 )
t o  g i v e  a  g o o d  f i t  t o  e x p e r i m e n t a l  d a t a  e v e n  a t  c o n c e n t r a t i o n s  c o r r e s p o n d i n g  
t o  ek  = 1  a n d  h i g h e r .  T h a t  t h i s  j l s  i n  f a c t  t h e  c a s e ,  i s  s t r o n g l y  s u g g e s t e d  
b y  t h e  r e s u l t s  show n a b o v e  ( T a b l e  1 6 )  f o r  M agnesium  S u l p h a t e  i n  w a t e r ,  w h e r e  
t h e  New M o d e l  e q u a t i o n  i n  p a r t i c u l a r  g i v e s  e x c e l l e n t  f i t s  t o  t h e  d a t a  e v e n  
a t  etc = 1 . 6 .  T h e s e  r e s u l t s ,  a n d  t h e  s t a b i l i t y  o f  t h e  R a n d  K v a l u e s ,  s u g g e s t s
t h a t  t h e  a p p r o x i m a t i o n s  a n d  o m i s s i o n s  made i n  v 2 a n d  v*3 a r e  e i t h e r  n o t  s e r i o u s
o r  t e n d  t o  c a n c e l  w i t h i n  t h e  c o n c e n t r a t i o n  r a n g e  e x a m i n e d .
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sum o f  c r y s t a l  r a d i i  o f  t w o  i o n s /
a^  r a d i u s  o f  c h a r g e d  r i g i d  s p h e r e  r e p r e s e n t i n g  a n  i - i o n  ( p r i m i t i v e
m o d e l )
a  c e n t r e  t o  c e n t r e  d i s t a n c e  o f  c l o s e s t  a p p r o a c h  f o r  a n i o n  a n d  c a t i o n
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A ^  d e f i n e d  1 1 . 4 9  (p = 2 t o  s ;  t  = 0 , 1 , 2 )
P
h y d r o d y n a m i c  r a d i u s  o f  i - i o n  ( i o n  + s o l v e n t  s h e l l )  
b j ^  t h e  B j e r r u m  p a r a m e t e r  r f ^  = e^e^/DkTa ( J I . 1 0 6 )
b t h e  B j e r r u m  p a r a m e t e r  f o r  s y m m e t r i c a l  e l e c t r o l y t e s  ( t y  = t>1 2  = - b )
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c  e q u i v a l e n t  s t o i c h i o m e t r i c  c o n c e n t r a t i o n  o f  s o l u t e
C d e f i n e d  1 1 . 3 7
Cp d e f i n e d  I I I . 1 2 5
d d i s t a n c e  p a r a m e t e r  i n  a  c o n d u c t a n c e  e q u a t i o n  (d = a  f o r  PM, d = R f o r  NM)
d d i a m e t e r  o f  a  s o l v e n t  m o l e c u l es
D b u l k  d i e l e c t r i c  c o n s t a n t  o f  p u r e  s o l v e n t
D^ p o s i t i o n  d i s t r i b u t i o n  f u n c t i o n  ( d . f )  f o r  a n  M p a r t i c l e  s y s t e m
g i v i n g  p r o b a b i l i t y  o f  f i n d i n g  p a r t i c l e  1  a t  r ^ ,  p a r t i c l e  2 a t  r 2
. . . .  p a r t i c l e  M a t  r ^  i r r e s p e c t i v e  o f  m om enta  o f  p a r t i c l e s
Dv  p o s i t i o n  d . f  f o r  a  l i m i t e d  g r o u p  o f  v  i o n s
DN p o s i t i o n  d . f  f o r  i o n s  o n l y  ( s e e  DM)
e  c h a r g e  on  an  e l e c t r o n  ( e s u )
e i  c h a r g e  o n  a n  i - i o n  ( e s u )  e d = z^ e
E a  p a r a m e t e r  i n  t h e  l i n e a r i z e d  c o n d u c t a n c e  e q u a t i o n ,  c o e f f i c i e n t
o f  t e r m «  c  l n ( c )
a v e r a g e  f o r c e ,  d u e  t o  l o c a l  e l e c t r o s t a t i c  f i e l d ,  a c t i n g  on  a n  i - i o n
a t  r 2 w h e n  w e  h a v e  a  j - i o n  a t
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f o r c e  p e r  u n i t  v o lu m e  a c t i n g  on  t h e  s o l v e n t  a t  r  f r o m  a  j - i o n
c o m p o n e n t  o f  F ( S e e  I I I . 3 6 - 7 )  d u e  t o  e x t e r n a l  f i e l d  t e r m  
c o m p o n e n t  o f  F ( s e e  I I I . 3 6 - 7 )  d u e  t o  h y d r o d y n a m i c  t e r m  
c o m p o n e n t  o f  F ( s e e  I I I . 3 6 - 7 )  d u e  t o  l o c a l  f i e l d  t e r m s  
r a d i a l  c o m p o n e n t  o f  F ( s e e  I I I . 1 9 )  
a n g u l a r  c o m p o n e n t  o f  F ( s e e  I I I . 1 9 )
a v e r a g e  f o r c e  a c t i n g  on  an  i - i o n  a t  w hen  we h a v e  a  j - i o n  a t
p o s i t i o n  d i s t r i b u t i o n  f u n c t i o n  ( d . f )  ( u n - n o r m a l i s e d )  f o r  a  s y s t e m  
o f  i d e n t i c a l  p a r t i c l e s ,  g i v i n g  t h e  p r o b a b i l i t y  o f  f i n d i n g  a n y  
p a r t i c l e  a t  r ^ , . . D. ,  a n y  p a r t i c l e  a t  r v
p o s i t i o n  d . f  ( u n - n o r m a l i s e d )  f o r  a  s y s t e m  o f  N-  ^ i o n s  o f  s p e c i e s  1 ,  
i o n s  o f  s p e c i e s  2 e t c .  g i v e s  p r o b a b i l i t y  o f  f i n d i n g  a n y  i o n  o f  
s p e c i e s  1  a t  r ^ f a n y  i o n  o f  s p e c i e s  2 a t  a n y  i o n  o f  s p e c i e s
v  a t  r v
a  2 - p a r t i c l e  d . f  o f  t h e  t y p e  f ^  v ( r ^ . . . r v ) g i v e s  t h e  p r o b a b i l i t y  
o f  f i n d i n g  a j - i o n  a t  a n d  an i - i o n  a t  r 2 s i m u l t a n e o u s l y ,  
i r r e s p e c t i v e  o f  t h e  p o s i t i o n s  o f  a l l  o t h e r  i o n s .
a  3 - p a r t i c l e  d . f  g i v i n g  p r o b a b i l i t y  o f  f i n d i n g  a  j - i o n  a t  r ^ ,  an  
i - i o n  a t  r 2 a n d  a  k - i o n  a t  s i m u l t a n e o u s l y ,  i r r e s p e c t i v e  o f  t h e  
p o s i t i o n s  o f  a l l  o t h e r  i o n s .
e q u i l i b r i u m  d . f  ( s e e  f ^  a b o v e  a n d  1 1 . 1 6 )
p e r t u r b a t i o n  d . f  ( s e e  f j ^  a b o v e  a n d  ( 1 1 . 1 6 )
n 1N u m e r i c a l  d . f  f r o m  r e l a t i o n s h i p  f  ( r , . . . r  ) = —*—  F ( r . . . . r  )
v  1  v  ( n - v ) I  v
N u m e r i c a l  d . f  f r o m  r e l a t i o n s h i p  f.^ v ( r l ’ *r /  = n i , , n v F l  v ^ r l * ‘ r /  
a  2 - p a r t i c l e  n u m e r i c a l  d . f  ( s e e  F .  a b o v e )  f . .  = n . n .  F . .
J- • • V •** J J ^
a  3 - p a r t i c l e  n u m e r i c a l  d . f  ( s e e  F^ v  a b o v e )  = n i n j n k F j i k
■>
F a r a d a y s  C o n s t a n t  
s e e  1 1 . 3 7
2 p a r t i c l e  c o r r e l a t i o n  f u n c t i o n  ( s e e  1 . 1 9 )  
e q u i l i b r i u m  c o r r e l a t i o n  f u m c t i o n  
p e r t u r b a t i o n  c o r r e l a t i o n  f u n c t i o n
3 - p a r t i c l e  c o r r e l a t i o n  f u n c t i o n  ( s e e  A p p e n d i x  2)
F i r s t  a p p r o x i m a t i o n  t o  g ? b ( s e e  p g . 3 8 )  
s e e  I I . 5 1 - 3  t  = 0 , 1 , 2  and  p = 2 , . . s
i
t  = 0 , 1 , 2  c o m p o n e n t s  o f  f j | r , 6 )  ( s e e  1 1 . 3 8 )
k = 1 , 2  c o m p o n e n ts  o f  -^s  b b e  l e a d i n g  t e r m  o f  f ^
C l a s s i c a l  H a m i l t o n i a n
t
a v e r a g e  t o t a l  f o r c e  a c t i n g  on  an i - i o n  a t  r 2 w h en  we h a v e  a  j - i o n  
a t
u n i t  v e c t o r  i n  f i e l d  d i r e c t i o n
p a i r w i s e  a s s o c i a t i o n  c o n s t a n t  ( s y m m e t r i c a l  e l e c t r o l y t e s )
x  = 1 , 2 , . .  p a i r w i s e  a s s o c i a t i o n  c o n s t a n t  (o n e  i n  a  s e r i e s  o f
p o s s i b l e  a s s o c i a t i o n  e q u i l i b r i a  i n  t h e  c a s e  o f  a n  a s s o c i a t e d  
u n s y m m e t r i c a l  e l e c t r o l y t e )  ( s e e  p g . 85  a n d  9 2 )
p s e u d o  a s s o c i a t i o n  c o n s t a n t  t e r m  o b t a i n e d  i n  P h y s i c a l  M o d e l  e q u a t i o n s
p s e u d o  a s s o c i a t i o n  c o n s t a n t  t e r m  o b t a i n e d  i n  FOS ( P h y s i c a l  M o d e l)  
e q u a t i o n  ( s e e  p g . 1 1 8 )
p s e u d o  a s s o c i a t i o n  c o n s t a n t  t e r m  o b t a i n e d  i n  K r a e f t  & E b e l i n g  
e q u a t i o n  ( s e e  p g . 1 2 9 )
s e e  I V . 9
r e l a x a t i o n  f o r c e  a c t i n g  on  a  j - i o n  ( s e e  1 1 . 5 8 )  
s e e  I I I . 1 0 6  
s e e  I I I . 1 1 0  
B o l t z m a n s  c o n s t a n t
u s e d  i n  su m m a t io n  1  t o  s  ( o v e r  e a c h  i o n i c  s p e c i e s  p r e s e n t  i n  a  s o l n . )  
L i o u v i l l e  o p e r a t o r  f o r  M p a r t i c l e  s y s t e m
t o t a l  n u m b er  o f  p a r t i c l e s  ( i o n s  + s o l v e n t  m o l e c u l e s )  i n  a  s o l u t i o n  
m o l a r  s t o i c h i o m e t r i c  c o n c e n t r a t i o n  (m ole  1  1 ) o f  s o l u t e  
f r e e  i o n  c o n c e n t r a t i o n  (m o le  1  %  ( s y m m e t r i c a l  e l e c t r o l y t e s )  
f r e e  i o n  c o n c e n t r a t i o n  o f  s p e c i e s  i  
t o t a l  i o n  c o n c e n t r a t i o n  o f  s p e c i e s  i
Na  A v o g a d r o ' s  Number
N t o t a l  n u m b er  o f  a n i o n s  i n  a  s o l u t i o na
N t o t a l  n u m b er  o f  c a t i o n s  i n  a  s o l u t i o n  •
c
*
N n u m b er  o f  f r e e  a n i o n s  i n  a  s o l u t i o na  --------
*
Nc  n u m b er  o f  f r e e  c a t i o n s  i n  a  s o l u t i o n
Nq nu m b er  o f  u n c h a r g e d  i o n - p a i r s  i n  a  s o l u t i o n
N t o t a l  n u m b er  o f  i o n s  i n  a  s o l u t i o n
N n u m b er  o f  s o l v e n t  m o l e c u l e s  i n  a  s o l u t i o n
s
3
r Lj i  a v e r a g e  l o c a l  c o n c e n t r a t i o n  ( io n s / c m  ) o f  i - i o n s  a t  when
we h a v e  a  j - i o n  a t  r .  ( n . .  = n . F . . )
x  J l  x  j l
3
n . . ,  a v e r a g e  l o c a l  c o n c e n t r a t i o n  ( io n s / c m  ) o f  k - i o n s  a t  r g w h en
- t o t a l  n u m b e r  o f  f r e e  i - i o n s  i n  a  s o l u t i o n
h a v e  a j - i o n  a t  a n d  a  i - i o n  a t  r 2 ( s e e  F i g . 1 3 )  n j i k ~a k F j i k / F j 1
PM g e n e r a l  d . f  f o r  an  M - p a r t i c l e  s y s t e m  ( n o r m a l i s e d )  g i v e s
p r o b a b i l i t y  o f  f i n d i n g  p a r t i c l e  1  a t  r ^  w i t h  momentum . . . .  
a n d  p a r t i c l e  M a t  r M h a v i n g  momentum p M
P^ d . f  f o r  i o n s  o n l y  i r r e s p e c t i v e  o f  p o s i t i o n s  a n d  momenta o f
s o l v e n t  m o l e c u l e s .
Pv  r e d u c e d  d . f  f o r  a  l i m i t e d  g r o u p  o f  v  i o n s  ( s e e  N o te  b e l o w )
p ^ ( r ^ . . r v , p b . » P V ) p o s i t i o n  a n d  m omenta  d . f  f o r  a s y s t e m  o f  i d e n t i c a l  p a r t i c l e s
g i v e s  p r o b a b i l i t y  o f  f i n d i n g  a n y  p a r t i c l e  a t  r ^  w i t h  momentum p^
. . . .  a n d  a n y  p a r t i c l e  a t  r v  h a v i n g  momentum p v
p^ v ( r ^ , , r v , p b . . p v ) p o s i t i o n  a n d  m omenta  d . f  f o r  a  s y s t e m  o f  N^ i o n s  o f  s p e c i e s  1
N2 i o n s  o f  s p e c i e s  2 e t c .  g i v e s  p r o a b i l i t y  ( u n - n o r m a l i s e d )  
o f  f i n d i n g  a n y  i o n  o f  s p e c i e s  1  a t  w i t h  momentum p ^ . . . .  
a n d  a n y  i o n  o f  s p e c i e s  v  a t  r v  h a v i n g  momentum p^
P j ^  a  2 - p a r t i c l e  p o s i t i o n  a n d  momenta d . f  ( s e e  p^ y  a b o v e )
g i v e s  p r o b a b i l i t y  ( u n - n o r m a l i s e d )  o f  f i n d i n g  a n  i o n  o f  s p e c i e s  j  
a t  r ^  h a v i n g  momentum p^ a n d  an  i o n  o f  s p e c i e s  i  a t  y  h a v i n g  
momentum p 2 s i m u l t a n e o u s l y
P j  e x c e s s  p r e s s u r e
p v a r i a b l e  u s e d  i n  s u m m a t io n  o v e r  i o n i c  s p e c i e s  2 t o  s .
p '  p e r t u r b a t i o n  t o  c h a r g e  d e n s i t y  ( s y m m e t r i c a l  e l e c t r o l y t e s )  ( s e e  V . 1 2 2 )
p ^ t / b ) t  = 0 , 1 , 2  k  = 1 , 2  c o m p o n e n t s  o f  p '  ( s e e  V . 1 2 7 )
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P . ( r )  d e f i n e d  I I I . 57
3
('
q p = 2 t o  s d e f i n e d  1 1 , 4 9
HP V
k
q q = q f o r  s y m m e t r i c a l  e l e c t r o l y t e s  w h e r e  p = 2 o n l y
P
Qn c o n f i g u r a t i o n  i n t e g r a l
r  r  = = 1^ 2^! b b e  d i s t a n c e  b e t w e e n  i  a n d  j - i o n s  a t  r 2 a n d
r  u n i t  v e c t o r  i n  r  d i r e c t i o n
r . ,  d i s t a n c e  b e t w e e n  j  a n d  k - i o n s3k
R d i s t a n c e  p a r a m e t e r  i n  New M o d e l
*
r l ' r 2 e t c * v e c t o r s  g i v i n g  p o s i t i o n s  o f  v a r i o u s  i o n s  ( .see F i g .  1 3 )
r 1 2 '  r 23  e t c * v e c t o r s  b e t w e e n  i o n s  a t  r ^ , r 2 e t c  ( s e e  F i g . 1 3 )
R^ r a d i u s  o f  c o s p h e r e  a b o u t  i - i o n  (New M o d e l)
R j i  R . .  = R± + R.
s  n u m b er  o f  i o n i c  s p e c i e s  p r e s e n t  i n  s o l u t i o n
S u t l e r )  d e f i n e d  I I I .  98
S j Q x r )  d e f i n e d  I I I . 1 0 3
t  t  = kR ( a  p a r a m e t e r  i n  New M o d e l  e q u a t i o n )
t  a l s o  u s e d  t o  sum f o r  v a r i o u s  c o m p o n e n ts  i n  a  t e r m
T a b s o l u t e  t e m p e r a t u r e
u^ d e f i n e d  1 1 . 7 6
Uj d r i f t  v e l o c i t y  v e c t o r  f o r  a  j - i o n  d u e  t o  p r e s e n c e  o f  a n  e x t e r n a l  f i e l d
U j s  c o m p o n e n t  o f  Uj d u e  t o  e x t e r n a l  f i e l d  a l o n e
U j e  c o m p o n e n t  o f  Uj d u e  t o  e l e c t r o p h o r e t i c  e f f e c t  a r i s i n g  f r o m  p r e s e n c e
o f  t h e  e x t e r n a l  f i e l d
U j R c o m p o n e n t  o f  Uj d u e  t o  r e l a x a t i o n  e f f e c t  a r i s i n g  f r o m  t h e  p r e s e n c e
o f  t h e  e x t e r n a l  f i e l d .
u . u . = u . i
3 e  3e  j e
u^?* c o m p o n e n t  o f  U j ^ ( s e e  I I I . 4 1 )  l e a d i n g  ( e x t e r n a l  f i e l d  t e r m )
u j 1 * c o m p o n e n t  o f  U j e  ( s e e  I I I . 4 1 )  ( a s y m m e t r i c  e l e c t r o p h o r e t i c  t e r m )
u f 2 * c o m p o n e n t  o f  u .  ( s e e  I I I .  4 1 )  ( d i f f u s i o n  t e r m )
3 e  3 e
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t  = 1 , 2 , 3 , 4 , 5  c o m p o n e n t s  o f  u a r i s i n g  f r o m  s e p a r a t e  t e r m s
oi n  t h e  e x p r e s s i o n  f o r  f . . .
3
u .  = | u . |/X m o b i l i t y  o f  a  j - i o n  u n d e r  f o r c e  e x e r t e d  b y  u n i t  f i e l d
3 3 _ i
o f  1  v o l t  cm
s e e  I I I . 1 3 4  a n d  1 3 6
c o m p o n e n t  o f  ( p o t e n t i a l  o f  a v e r a g e  f o r c e  b e t w e e n  i  a n d  j  i o n )
d u e  t o  l o n g  r a n g e  e l e c t r o s t a t i c  f o r c e s .
c o m p o n e n t  o f  ( p o t e n t i a l  o f  a v e r a g e  f o r c e  b e t w e e n  i  a n d  j  i o n )
d u e  t o  s h o r t - r a n g e  f o r c e s
v i r i a l  c o e f f i c i e n t s  ( s e e  I I I . 1 7 4 )
a v e r a g e  v e l o c i t y  o f  a n  i - i o n  a t  r 2 w hen  we h a v e  a  j - i o n  a t  
v e l o c i t y  o f  an  i - i o n  (v[ = d r ^ / d t )
a v e r a g e  v e l o c i t y  o f  t h e  s o l v e n t  a t  t h e  s i t e  o f  a n  i - i o n
p o t e n t i a l  o f  a v e r a g e  f o r c e  b e t w e e n  an  i  a n d  j - i o n  when t h e  f o r c e  
i n c l u d e s  t h e  ' p s e u d o 1 f o r c e  b e t w e e n  t h e  i o n s  d u e  t o  i o n - d i p o l e - i o n  
f o r c e s
a v e r a g e  s o l v e n t  v e l o c i t y  v e c t o r  a t  a  p o i n t  r  f r o m  a  j - i o n
c o m p o n e n t  o f  w^ d u e  t o  m o t i o n  o f  j - i o n
c o m p o n e n t  o f  d u e  t o  v o lu m e  f o r c e s
r a d i a l  c o m p o n e n t  o f
a n g u l a r  c o m p o n e n t  o f
(?)r a d i a l  c o m p o n e n t  o f  w j
(2)a n g u l a r  c o m p o n e n t  o f  w j  
e x t e r n a l  f i e l d
y  = Ka ( p a r a m e t e r  i n  P r i m i t i v e  M o d e l  e q u a t i o n )  
t  = 0 , 1 , 2  ( s e e  1 1 . 4 8 )
v a l e n c y  o f  i - i o n
0 = e  /DkT (NOTE: i n  P a r t  I  s e c t i o n  3 0 i s  u s e d  t o  r e p r e s e n t  1/kT )
0 . .  = e . e . /DkT t h u s  0 . .  = z . z ,0  
x 3 31 i )
y = m^/in = f r a c t i o n  o f  i o n s  ( s y m m e t r i c a l  e l e c t r o l y t e )  e x i s t i n g  
i n  f r e e  s t a t e
s e e  V . 1 5 2
r e l a x a t i o n  f i e l d  a c t i n g  o n  a  j - i o n  
l e a d i n g  ( e x t e r n a l  f i e l d )  r e l a x a t i o n  t e r m  
h y d r o d y n a m i c  r e l a x a t i o n  t e r m
«*
l o c a l  f i e l d  r e l a x a t i o n  t e r m  v
t  = 1  t o  5 c o m p o n e n ts  o f  A x f ° *  a r i s i n g  f r o m  s e p a r a t e  t e r m s  i n
3 Q
t h e  e x p a n s i o n  o f  f ^  ( s e e  p g . 5 7 )
t  = 1 , 2  c o m p o n e n t s  o f  A x P *  a r i s i n g  f r o m  s e p a r a t e  t e r m s  i n  e x p a n s i o n
o f  f  ? .  (NOTE: s i n c e  AX.*1 ' 2 * i s  o m i t t e d  i n  PM a n d  NM e q u a t i o n s
w e u s e  AX.*1 * f o r  AX.*1 '^* i n  P a r t  I I .
3 3
(2)w h e r e  k  = 0 , 1  an d  t  = 1 , 2  c o m p o n e n t s  o f  AX^
r e l a x a t i o n  f i e l d  f o r  s y m m e t r i c a l  e l e c t r o l y t e s  
' o s m o t i c  t e r m '  F u o s s
a  c o n v e r s i o n  f a c t o r  ( v o l t s  t o  e s u )  £ = 1 / 2 9 9 . 7 9 2 5
= -  e . e . e  K r /DkTr ( s e e  V . 2 8 )^31  1 3 '
v i s c o s i t y  ( b u l k )  o f  s o l v e n t
a n g l e  f r o m  x - a x i s  ( f i e l d  d i r e c t i o n )  s e e  F i g . 1 5
u n i t  v e c t o r  i n  0 d i r e c t i o n  
s e e  I I I . 1 2 2  
s e e  I I I . 1 4 7
the q u i v a l e n t  c o n d u c t a n c e  o f  i  i o n i c  s p e c i e s  ( s e e  I I I . 1 1 4 )  
e q u i v a l e n t  c o n d u c t a n c e  o f  s p e c i e s  a t  i n f i n i t e  d i l u t i o n
e l e c t r o p h o r e t i c  t e r m  ( s e e  b e l o w  I I I . 1 1 8 )
A = A± + X2 f ° r  s y m m e t r i c a l  e l e c t r o l y t e
e q u i v a l e n t  c o n d u c t a n c e  ( s y m m e t r i c a l  e l e c t r o l y t e )  ( s e e  I I I . 1 5 1 )
A ,. .  =  Ay
2
Ao e q u i v a l e n t  c o n d u c t a n c e  a t  i n f i n i t e  d i l u t i o n
y  y  = e  K d ( l  + Kd)
'e  e = |z|2 &
? s e e  1 1 . 1 2
s e e  V . 5 3  a n d  p g . 4 5  e l e c t r o s t a t i c  p a r t  o f  f ^  
s e e  V . 5 4  e q u i l i b r i u m  p a r t  o f
I I
s e e  V . 5 4  p e r t u r b a t i o n  p a r t  o f
? ! !  s e e  I I I . 1 2 0
3 1  7 -
II.jn> s e e  I I I . 1 2 1
P j ( r )  c h a r g e  d e n s i t y  a t  r  f r o m  a  j - i o n
p ? ( r )  e q u i l i b r i u m  c h a r g e  d e n s i t y
«
P j ( r , 0 )  p e r t u r b a t i o n  t o  c h a r g e  d e n s i t y
(t) 1
p j  t  -  0 , 1 , 2  c o m p o n e n t s  o f  p^ ( s e e  1 1 . 4 1 )
1 3 c h a r g e  d e n s i t y  a t  a  p o i n t  r ^  w hen we h a v e  a  j - i o n  a t  r ^  a n d  a n  i - i o n  
a t  r 2 ( s e e  V . 1 7 4 )
a  (A) s t a n d a r d  d e v i a t i o n  o f  A ’’’ ( s e e  V I .  2)
x s e e  I I I . 1 2 3
XP p = 2 t o  s s e e  1 1 . 4 9
‘ji
s e e  V . 2 9  FOS e q u a t i o n
iff j  ( r )  e l e c t r o s t a t i c  p o t e n t i a l  a t  r  f r o m  a  j - i o n
iff? ( r )  e q u i l i b r i u m  p o t e n t i a l
t
ij/j ( r , 9 )  p e r t u r b a t i o n  t o  p o t e n t i a l
. . p o t e n t i a l  o f  a v e r a g e  f o r c e  b e t w e e n  i  an d  j  i o n s  o m i t t i n g  i o n - d i p o l e
3 fc
-  i o n  e f f e c t s  
<0 m o b i l i t y  o f  a n  i - i o n
Q s e e  I I I . 1 2 2
1 8 5
F o r  a n  M p a r t i c l e  s y s t e m  t h e  g e n e r a l  d . f  PM( r ^ . , r M, p 1 . . . pM) g i v e s  t h e  p r o b a b i l i t y  
( n o r m a l i s e d )  o f  f i n d i n g  ( a t  a  g i v e n  t i m e  t Q) .
p a r t i c l e  1  a t  h a v i n g  momentum
2 .. to
N O T E S  ON D I S T R I B U T I O N  F U N C T IO N S
M "  rM "  •' %
a  n u m b er  o f  r e d u c e d  f u n c t i o n s  a r e  now l i s t e d .
G e n e r a l  d . f  
( n o r m a l i s e d )
p o s i t i o n  a n d  momentum
«»
p o s i t i o n  o n l y
DM( r l *  * , r M*
REDUCED d . f ' s  
( n o r m a l i s e d )
( 1 )  i o n s  o n l y
( i r r e s p e c t i v e  o f  p o s i t i o n s  
a n d  m om enta  o f  s o l v .  m o l . ) V rr--rH'pi”-pN) V ’V ’- V
(2)  a  l i m i t e d  g r o u p  o f  v  i o n s
( i r r e s p e c t i v e  o f  p o s i t i o n s  a n d  
m om enta  o f  a l l  o t h e r  i o n s  a n d  
t h e  s o l v e n t  m o l e c u l e s )
P ( r n . .  , r  , p . . .  , p  )v  1  v  H  M r Dv ( r r . . r v )
GENERIC d . f ' s  ( a l l  u n - n o r m a l i s e d )
(when a  num ber o f  t h e  p a r t i c l e s  a r e  
i d e n t i c a l )
( 1 )  a l l  p a r t i c l e s  i n  t h e  s y s t e m  
t h e  same
(2)  w h en  we h a v e  N^ i o n s  o f  s p e c i e s  1
Pv ( r 1 . . . r v , p 1 . . . p v )
p i . . , v ( r r  ■ • V p r  • pv )
NUMERICAL d . f ’ s
s e e  1 . 1 2 - 1 4 F ( r , . . . r  )v  1  v
( f r o m  f v  >
F l . . v < r l - - * V  
( f r o m  )
1 8 6
APPENDIX 2 THE ONSAGER CONTINUITY EQUATION
From equations ( I I . 17) and (II- .33) we o b ta in
* y V j X i  - £. .Vl(e.yDr) - f f \  f y  dr3 - WV,t ))
X 5 i  f a  F i j
S   ^ p  ^
V2*(fjiVi * V/i(£jieiXi " fji^2^jei/Dr) ~ fji Y y nk J  V 2(ei V DriZ dr3 " = 0
( A 2 .1 )
^  ^ L A / V 2 ( e i e/ Dli Z  d r 3 = E W y ^ 2 <  V / Drik> Fj i k  dr t  (A2»2)
ji k=1
l e t
t(0) - % - < V i J aixi) - V 2. ( v jia.xi) (A2,3)
T<1 > .  V ^ f . .  » J < - * ) )  ♦ V ^ t r f V r ) )  (A2 .4 )
-T<2) . * V 2• (wifjirf(°j<=i/Dr)) (A2.5)
- T v -  IT( V , , ( « . V , t . . )  + V , . ( v . V , £ . . )  )k .1 ' j  1 i j 7 2 ' 1 2 j l 7 7
-t„ - vt<»3 5Z"i"jnk fajt ^ 3) (a2-s>
t v a.(A  /  v a(«1y briic}pji* dr3}
k=T s/
2now u s in g  the r e la t i o n s h i p s  given  on pg. Si?and dropping tei'ms p ro p o r t io n a l  to X j
= x ( ei wi  ~ ej wj ) 0  *)  ( A 2 , 7 )
= ( v . ( r )  -  vj ( r ) ) , V Z i ( r)  ( A2.8)
-  T( 2)  -  (w. + W j) V j? j . ( s, ) , V ( e ;.e J/Dr) ( A2 .9 )
-  Tk = kT(w± + W j ) A Fj i (x') ( A2.10)
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therefore
X ( 0 i Wi  “  Wj e j ^  x )  “  k T ( w i  + W j ) d i v  g r a d  Q ^ O )  + ( v i ( r )  -  V j ( r ) ) . g r a d  f ^ C r )
- (w. + ».)grad fjl(r)-3r.vl (e^/Dr) - div^w. Q n .n.n^  yrijrad/eje./Dr F..y drj
-  d i v 2 ( ” i  / \ \ n f k  f j l k  » r 3 )  -  0
hence ■{■ + Tk + Tn
Consider the eq u i l ib r iu m  case  ( i e .  X 55 o) here
p(«) 0 ,  T - 0.
T*-2  ^ = -  (w. + w .)g rad  f ° . . g r a d  (e ,e ./ D r)v i  J J i  ' i j  1
Tn " ' diV ”j V}.inA  J  3rad,ftV'Df t  Fijkft
K=1 s A
- diVgfwj J f j i k  f t
TQ 33 -  kT(w^ * \/j)div grad f % ( r )
thus
-  kT(w. + w . ) d i v  grad f Y . ( r )  -  (w. + w .)g rad  f ? . . g r a d  ( e .e ./ b r )
x  j  ^ J J i  i  J
- aivi(''d Y }  in?*/ 3raaiCeoei/Ds'jk) p°ok f t
*=1 s s-\
- dft"i y V A  /  ^ A f t / f t ’ PJik f t  " °
k=1 M
s u b t r a c t in g  ( 17) from ( 11 ) vie o b ta in
x ( ei wi  " ej wj K  2>f ‘j i ( r )/^  x) -  kT^Q + wj ) d i v  grad f / ( r )  + ( v ± -  v ^ . g r a d  f °
-  ( » .  * w.) grad Q . g r a d  (e.e ./D,.)  -  d i v ^ w .  f t n . n , ,  J  g r a d / r ^ / D r ^ )  p Q  d r 3)
- df t wi  V \ " A  /  9rad2^ei ek/pr'ik^ Pj i k  f t
(A 2 .12 )
(A 2 .13 )
(A 2 .14 )
(A 2 .15 )
(A 2 .16 )
(A2.11)
( A 2 .1 7 )
= 0
(A 2 .18 )
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Consider the  term T , n
-  T =» w. f t  n .n .n .  d iv ,  /  grad ( e .e / b r . u) F. . d r  n j  /  , 1 j  k 1 / 1 j  k jk  i j k  3
k=1
+ w. f t  n .n .n .  d iv„ /  grad„(e.  e , /Dr., ) F . . .  dx* i  /  l  J k 2 /  J 2 '  i  3c 3.k/ j i k  3
Fjik = +  * Fii= + V  * 3jik (see Itote b<5lo',)
9 g
= 0(yO/C) and may be n eg le c ted  f o r  d i l u t e  s o lu t i o n s ,  thus
» » * «
F . . ,  = F . .  + F.,  + F,,jik ji ik jk
We now s u b s t i t u t e  (22)  in to  ( l 9 ) }  the f i r s t  two terms i n  the r e s u l t i n g  i n t e g r a l  v a n ish ,  thus
'  T»  " "J /  V i ” * d iY1 /  Fi k  dI>3
k=1 "S S r  ,
+ v .  y ] v A  d iv 2 /  V  d r 3
k=*1
div2 f t f t t ' i = / DriQ Fjk 0  ‘ f t dlT2srrada(ei V Drii!) Fjk d*3
= ■~"'y/< lV23r:*d2(1/|i'32l > Pjk 4t3
taking to a s  th e  o r i g i n
0. tt /
= - y -  y f t o f t d / i ^ i )  f t 31) ^
now d iv 2 grad2 ( l / | r 32 j ) = -  4TT S  (v^g) where S = the D irac  d e l t a  fu n c t io n
/ f ( r )  5  ( r  -  x) d r  = f ( x )  t h e r e fo r e
^ r 31 ~ s>21  ^ ds>31 = Fj ] / r 2l^   ^see F i g , 13 f o r  r e fe re n c e  frame)
/ i 4TTei ek »9r f t <> i V Dri k ) Fj k  0  = “ ----- V r )
where r  s  i’2 i
s i m i l a r l y
ft * 4TTeiek i
divi J  ^i(e.e/Dr.k) F.k dr3 » - — J— Fk.(r)
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(A 2.20)
(A 2 .2 1 )
(A 2.22)
(A 2,23)
(A 2.24)
(A 2 .25 )
(A 2.26)
(A 2.27)
(A2*28)
(A 2.29)
(A 2 .30 )
(A2.19)
therefore
T” = ^  X ninJnA (eduj * V i  V W )  (A2,31)
°r T» = T ’ Z 4 * eL jnj fki) C“'32)
s u b s t i t u t i n g  t h i s  ex p ress io n  in t o  ( 18) and rea rran g in g  we o b ta in  equation  1 1 . 34*
NOTE on 3 p a r t i c l e  d i s t r i b u t i o n  fu n c t io n s  and c o r r e l a t i o n  fu n c t io n s .
Consider th e  3 p a r t i c l e  d .f^  Fj^ k (= the p r o b a b i l i t y  (unnormalised) o f  f in d in g  a j - i o n  a t  , 
an i - i o n  a t  x>2 and a k - io n  a t  Q  s im u ltan eo u sly ,  i r r e s p e c t i v e  o f  the p o s i t i o n s  o f  th e  remaining i o n s ) .
C o r r e la t io n  between the p o s i t i o n s  o f  ions must vanish  when t h e i r  se p a ra t io n  in c r e a s e s ,
from above ( P a r t  I s e c t io n  3) F_^ —>  1 as  r  ^  v  cx» (A 2 .33 )
t h e r e f o r e
F . . .   > F..  as  r j kj i k  -  ik r  . 
J1
P.,  as r . . hOk ji 1
ri k
and —> F..
jx
I t  i s  t h e r e f o r e  reaso n ab le  to  assume th a t
r. —> «
J  I (A 2 .34 )
i k  1
F . . .  = F . . F . . F . ,  (A 2 .35)gxk jx jk ik v
now P . .  = 1 + g . .  e t c .  ( g . .  being a c o r r e l a t i o n  fu n c t io n )  (A 2.36)J1 Q1 J X
thUS PJ i k  -  *  f t < 1 *  f t < ’ + f t  (A 2 .37 )
" 1 * 9j i  + Sj k  '  3 i k  + + 3i k 3j k  *  9 j i f t  + 9 j i 9 j k 3i k  (A2- 38>
= 1 + 9 j i  * 9 j k  * 9 i k  *  9 j i k  <A 2 l3 9 >
® ji  ~ ^ t h u s  9 j i k  3 f a  and raaY be n eg lec ted  f o r  d i l u t e  s o lu t i o n s  (A2„40)
F .  , * ,  ♦ ,  ♦ gI]( - (A2.41)
1 9 0
(A 2 ,43 )
(A2»44)
(A2o45)
(A2o46)
(A 2.47)
(A 2 .48 )
(A2.42)
A PP EN D IX  3 THE ONSAGER-KIM MATRIX METHODS
From 1 1 . 4 2
s 2
in
DkT Z n .e .w .  p. ~ n . e . e .w .i  i  i  ,1 i  i  j  J
(w * v.) 
i=1 1  0
^  T ( r f0)
( A 3 . l )
S ince
s
ni ei  Pi
i n .e . e . w . p .  
J J J J r f
=1
e . e . f ,  . = 0i  k k i
n . e . e . w . p .  i i .i vi
(A 3 .2 )
( A 3 . 3 )
thus us ing  th e  r e l a t i o n s h i p
s 2. v------ 1 n .e .w .4  \  i i i
DkT /  (w. + w.)
=* £
( w .  + W . )  1 J7
( A 3 . 4 )
and d iv id in g  through by e^ we o b ta in
,2/\ 9 V _
j ( w . + w . )  
i=>1 J
( p / e j ) (prfi)) n aiT/-jeo
i=»1
( A 3 . 5 )
We now d e f in e  a fu n c t io n
a(S)
W t .
Y—i w.+1
(A 3 .6 )
and a m atr ix  H w ith  elements h ^  where
w t .
w.+w. 
i 0
(A 3 .7 )
JiS  „  => 1 when J = i Q  i s  th e  Kronecker d e l t a .
0 when j  /  i  J
(A 3 .8 )
then (5 )  takes  th e  simple form
( A r t x bjCA )(pt^/e0, )
e .  T ( r , 0 )
_ __i e .n .  
i=»1 J J
( A 3 . 9 )
where cr implies summation 1 —> s
1 9 2
sC—i e n
i=1 3 3
2 . T ( r , 0 )
i f  \  — ----------  a  A (  3 / 5  x )  f ( r )  ( A 3 . 1 0 )
( A  Sjo. -  K2 ) ( p ^ / e ^  ) a  A j(  D/D x)  f ( r )  / ( A 3 .1 1 )
■Pwe now m u l t i p ly  through by t .X .  and sura o v e r  j ,  o b ta in in g  the l i n e a r  equations
0 0
K2 f t  \  t jX p A. ( V a x )  f ( r )  (A 3 .12 )y  h xj < a  v  - hj» / v ) - %
j“iJ js/=»
p  «now i f  th e  c o e f f i c i e n t s  t .X f  ai'e d e f in ed  such t h a t  th ey  s a t i s f y  the s e t  o f  homogeneous equations
V u
s_
= 9P t^<r  ^ P = 1 , 2 , »»s (A 3 .13 )
J
( 1 2 )  becomes simply
s
^ Yp -  K%  Yp " V j  Aj  ( V 3 x )  f ( r )  (A 3 .14 )
where \  * (Pj/<,3) (A3,15)
( 23)Using the  methods developed by Onsager and Kim' i t  can be shown t h a t
s
P0 “  ‘ 6j  / f t  T  YP (A 3 .16 )
where Xp and a r e  g iven  by 1x 4 9 .
1 9 3
APPENDIX 4 SOLUTION OF DIFFERENTIAL EQUATION 11.50 USING LAPLACE TRANSFORMS
From 1 1 . 5 0
A Q  -  Yp = ApO / d x ) f ( r )  ( A 3 .1 )
l e t  Y p ( r ,0 )  = (<?/c>x) up ( ]f)» T herefo re  Yp =* (dup( r ) / d r )  Cos © (A 3 .2 )
and ( d / d x ) (  A  -  up( r ) = Ap( ^ / ^ x ) &(.*) (A 3 .3 )
and s in c e  th e  two o p e ra to rs  ( d / d  x) and /S .  commute;
( / X  -  K2 qp) up ( r )  =» Ap f ( r )  + b (b = i n t e g r a t i o n  co n s tan t)
(A3.4)
We now l e t  up( r ) 3  Q ( r ) / r
t h u s :
.2d l  ( r )
-  YTq 1 ( r )  »  A r  f ( r )  + b r  (A 3 .5 )
/ gg\
tak ing  Laplace t ra n s fo r m s : '  '
s 2 l ( s )  -  s 1 (0 )  -  l ' ( 0 )  -  X2 q 1 (s )  =* A L ( r  f ( r ) )  + b/s2 (A 3 .6 )
where i f  g ( r )  i s  some fu n c t io n  o f  r ,  g (s )  -  L( g ( r )  ) i s  th e  Laplace t ran s fo rm  o f  g (s  i s  a r e a l
v a r i a b l e )  and l p (o) i s  th e  v a lu e  o f  th e  f i r s t  d i f f e r e n t i a l  o f  l p ( r )  a t  r  = 0 .
Let  th e  co n s ta n ts  l p (o) = oC  and l p (0)  =* f f  (A 3 .7 )
then  i ( \ a f  L( r  f ( r )  ) \ __________ b_________  s c£
V s ) 3 Ap \ 2 2 J 2/ 2 J2  x , 2 2 x " 2 H2 (A 3 .8 )S -  K s (s  -  JTq^) (s  -  X qp) S -  X qp
I f  we now take  i n v e r s e  Laplace t ran s fo rm s;
l ( r )  = A L"1 /  + a <aqpKp + A2 e"qpKl' + A r  (A 3 .9 )
P ' Q  - K J £' J
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where L i s  th e  in v e r s e  Laplace o p e r a to r .-1
A, -  -  f t K 3q j)/2 + b )/2K 3q3/ 2 (A 3 .10 )
Aa -  -  f t K 3q3/ 2 -  y K 2qp + b )/2 K 3q ^ 2 ( A 3 . 1 l )
A3 = -  b /Z q p  (A3.12)
Using co n vo lu t io n  t h e o r y ^ i t  i s  r e a d i l y  shown t h a t
.p.( .r .)3.T. a  f  e 1pKr r  f ( j ' )  d r  -  /  e 1p^r  r  f ( r )  d r  (A 3 .13 )
I  s '  -  M .  3 2 q | K  f t  2 q %  f t
V
1
qp
- A r1
f t  /  e f t r  , ( r ) d r  .  £ f t  /  e + r r  f ( r )  d r
Y  A  H*
A b r  -q *K r
+ B+ f t r * “ -  Bo (A 3 .14 )< d . 2 r  4 r,J£v
hence
2q|L 2q£K
1 ( r )  = A J~ +™  /  e r  f ( r )  d r  + -  S-^E— . ,/ glp^1, r  f ( r )
P  P  A- 2 q ? K  f t  2 q ^ K  2 q K  f t
d r
ft ^
-ftt2-
2q2K
B2 ^  + At e ^ p ^  + A2 + A3 r  (A 3 .15 )
Now u ( r )  = 1  ( r ) / r  thusp\ / p\ //
i .1 i ft1’
, q ? K r  , - q f t r  A / _q K r  \ /  f t
u (r) *» A + A0 ■£»--£—  4. a  -t- ~-E— ( .raJL—) /  e 4p v  v  £ t y )  d r
p  1 r  2 r  3 2 q f t  r  1J
-  S  f :e"qpF r ) / e V r r t ( r )  d r  ( A 3 .16)
2q | K  '  r  7 c /
where A* = A,, + Ap f f t f t K  and A* = A£ -  Ap B f t q f t  (A 3 .17 )
s
Now Y -  (du ( r )/ d r )  Cos 9  and p .  => e .  T "  Xp Y (A 3 .18 )
P v Pv "  1 J  J /  J P
P * t
s
thus P^ . a \  xp (dup/dr) Cos 9  (A 3 ,19 )
p»2
st h i s  g iv e s ----------------------------- <r----- \
P j  =■ -  \  Xp Gp ( r )  Cos 9  (A 3.20)
Pc,2~i
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where
( r )  = (1 -  q jk r )  I  A* + — J -  ^ / /^ e“ qpi:r  r  f ( r )  d r  J
+ (1 + 9^ Xr) A j L _  I  A -  — /  e qpKr r  f ( r )  dr^ r 2 I 2 2& J  J
which i s  equation  1 1 . 5 2 .
(A3.21)
1 9 6
The f u l l  o r i g i n a l  terms J }  ancl Jg  a r e  as  fol lov/si
/
J ^ t )  = l n ( 3 ) e t ( l  + ( l+ q | ) t/ 2 )/ ( l  +<|) + (T2 -  ^  + (1 - qJ) tTg/2)/(1 - q|) + (Tg ~ Tq -  ( l + ^ ) t T </ 2 y ( l + .
( A5 . 1)
1
where Tq = T r ( t ) ;  Tg = T r ( ( 2 * q jp t ) ; Tg ** T r(3 t)  
and
J 2 ( t )  = l n ( 3 ) e t ( l  + ( l + q j ) t  + ( l+ q *)2 t 2/ 2)/ ( l+ q |)2 + ( ln ( 3 )  -  4/3)(1  + ( l+ q * ) t/ 2 ) e V ( l+ q J )
+  ( 4 / 3 ) ( 1  +  ( 2 + q J ) t / 2 ) / ( 2 + q | )  +  ( ( a - q ^ T g / t l - q J ) 2 -  ( ( 2 ~ q | )  -  ( l - ^ t j T g / O - q ^ ) 2
+ l / ( ( l - q p ( 2 + q | ) )  + ( l - t J tT g / a  ) + ( (2+ q J)T g/ (l+ q p 2 -  ((2+qJ) + ( l+ q J) t )T / ( l - I -q | )2
+ V ( ( l A ) ( 2 + q f ) )  -  0 + t ) t T / 2 )
T P (A 5 .2 )
APPENDIX 5 J 1 AND J,, TERMS IN A  / Q,3Z}ID AX^°>4^
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APPENDIX 6 DERIVATION OF TERMS AX^2 '^  AND AX^2,2 .^
From 1 1 . 1 0 3
s s
a£2 ) ( D / 0  x) Z 2 ^ ( r )  «  -  - 1  ' t jX p \  — ~  g r a d ( Z ° ’ 1 ^ ) .g ra d ( e i e j /Dr)
kT /_ __, /_ __,n.e.
j=1 i=>1 3 3
u sing  I I I . 69
3 2
A*2 ) ( 9 / 3 x )  Z 2 \ r )  » + f a -  t . X ^ V  “  ( 1A 2 ) d (h (?* 1 V<»® e )/d
P DkT X  , 3 3 /  , n .  3X
j=1 i=1 J
where
thus
2
A( 2 ,n )  ( 6>/a x ) Z 2 'n ) ( r ) = - J -  \  t .X p \  J  C ^  ( d S ^ n V d r ) ( l / r 2 ) Cos 0 
P X  , 3 3 n
j = 1  i = 1
where n = 1 , 2
n . n . e . e . X  v  ' ,  . .
A  - - ■ 3- ft  > (.Vi?*) (vX - ux1)
13 D(kT)2(vi+w.)4j: 13 31
n . n . e , e .  X
+  i L A j   (e .w .  -  e .w .)
D(kT)2 (wj.+w.) 1 1  j  3
and
.
c.<2>
10
thus d i r e c t l y  g iv in g  I I . 10 5 -6  and I I . 1 1 2 - 3
From 1 1 . 1 0 6
£( 2 ,n )
thus f a  ’ » )  „ + 2 / 5 V n y r o dr (n=1,2 )
g iv in g  1 1 . 1 0 7  f o r  Z 2 ’ 1  ^ ar
Steps from equation  1 1 . 1 0 7  to  1 1 . 1 0 8  and 1 1 . 1 1 0
11.107  has th e  form
r
f ( 2 »1 ) ( r ) a Z 2 , 1 * ( r )  + Cft /  e" AKr/ r  dr + Ch /  e ' ^ / r  dr
( A 6 . 1 )
(A 6 .2 )
(A 6 .3 )
(A 6 .4 )
(A 6 .5 )
(A 6 .6 )
(A 6 .7 )
(A6 .8 )
(A 6 .9 )
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where C =a
W
4Ik
X =  q f and C = -  —  
fc D yv
1  k
( A 6 . 1 0 )
The second term i n  (9 )  le a d s  to  an e x t r a  ex p ress io n  i n  1 1 . 6 4  o f  the  form
Ei((qf+qi:)ka) e qpKa
c (  fc P±_______
a (1 + qjKa) K2 qp
and i n  1 1 . 6 5
Ei((qrtq^)KR) e qp 
0. (  1 ■
KR
-qflCa e *1
K2qp(l+q^ Ka)(q|+q^ )
(1 +q|KR+qpK2R2/2)K2 qp X*q£( 1 +^KR+qpl±R V 2 ) ( qf+qj) )
4
-qflCR e 1i 4----
Ei(qfxa)
*2qp
Ei ( q^KR) ( 1 +qjj£R)
,2„2
(A 6 .1 1 )
) (A 6 .12 )
(2 i)
From 1 1 . 6 4  and 65 and A 6 .4  &5,9-11  we can o b ta in  an express ion  f o r A X .  ’ For the f i r s t  t e r n
3
i n  1 1 . 6 4  i n t e g r a t i o n  and some s t r a ig h t fo r w a r d  but le n g th y  a lg e b r a ic  m anipu la t ion  g ives  ( f o r  th e  PM)
<±y
(i+q|y) y< \  o<a.-4** r ,<*■%) d r
4(l+q^y)
and f o r  the NH equation
(-Q p O -q f) -  q ^(i-q 1)y )/(q f(n -q | y )(i+y )) -  i / ( ( i + y ) ( i + ^ ) )  + q4/( ( i+ q fy ) (q f+ q p )
? 4  3- i  jl ^
+  qi>* T r ( ( l + q^ )y )/ (l -{-y) -  qp » T r ( ( q J + q J ) y ) / ( q 1 ( n - q | y ) )  +  ( l - q ^ q p . T r ^ y ) / ^
(A 6 .13 )
(1  +qjKK .• q^K2 E2/ 2  ) ,/ s
r s
4(l+t)(l+q^ t+qpt /2)
( _ q? ( l_ q ^ )  _ (q'|(l-q1)~q|(l-q|)/2)t)/(q|(l+qJt+q1t2/2))
-  l/ ( l+ q j )  + q f ( l+ t+ t2/2)/ (( l+ q Jt l -q 1 t 2/ 2 )(q ^ + q p )  + q ^-T t© + q J) t)  
. T r ( ( q f + q j ) t ) ( 1 +t+t2/ 2 ) / ( q f i  l+ q ^ t+ q ^ / fe ) )-  q„
( i - q x) qp( 1 + t+ t2/ 2 ) . T r (  q p t)/ q i (A 6 .14 )
( t  =  x r )
f u r t h e r  a lg e b r a i c  rearrangement then g iv e s  1 1 , 1 0 8  and 11-110.
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Tern A x* '2 ’ 2  ^ s te p s  from 1 1 . 1 1 4  to 1 1 . 1 1 5  and 117  
1 1 . 1 1 4  has th e  form
f(2,2)(r)
where C = -  K / y t  
For th e  PM equation
y(2» 2) /£\“» -/(j.) * c
e v '
•K r* // r  dr
(q|-i/(i+qp)) + qpoTr((i+qJ)y) - qp*Tr(q|y)
f o r  th e  NM equation
4
(l+qJt+qpt2/2)
qjKr r f(2.2)(r) dr
4 ( l+ t) ( l+ q 2 t+ q p fc2/ 2)
( 2 q | ~ 1 + q J t ) / 2  -  l / ( l + q j p  +  q p . T r ( ( l + q | ) t )
( 1 +t+t2/2)qp . Tr(q^t)
1 1 . 1 1 5 - 1 1 7  can then be ob ta in ed  from 1 1 . 6 4  & 5 .
INTEGRALS
Some i n t e g r a l s  used in  o b ta in in g  1 1 , 1 0 7  and 1 1 4 ,  and in  o th e r  p a r t s  o f  t h i s  work a r e  now
- k r
d r  = E i(ka)
1 <-o
•kr
d r  -
-k a
k Ei(ka)
f t  , f t  ci-*) . £  Ei(ka)
/a r  2 a  2
- k r
^  ,  f t  ( l - k a / 2 * A 2/ 2)  _  (kV s ) . S l ( t a )
3aJ
( A 6 . 1 5 )
( A 6 .16 )
(A 6 .17 )
e v a lu a te d ,
(A 6 .18 )
(A 6 .19 )
(A 6 .20 )
( A 6 . 2 1 )
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- k r
dr
-k acj
I
4a
- ® _  ( i-ka/3+k2a2/ 6 - k 3a 3/ 6 ) + (k4/2 ?)  Ui(ka) (A 6.22)
. J±  (2«>ca«cV) - (k3/«) Ei(ka)
6aJ
e
8a"
•ka
(2+2ka-k2a2+k3a 3 ) -  (k4/8) Ei(ka)
k r  -  Kt 0 f  - ( K - k ) t
J  ( l  -  k r )  /  Y  d t  + ( l A  ) /  ------------- d t  +
(A 6 .23 )
(A 6 .24 )
-(K -k ) r
k(K-k)
(A 6 .25 )
sKr /  -nK t  e r  / e d t  dr =
sKr /. „ \e ( 1 - sX r )
2 2 .
S  K v / r  t
-nKt
e - d t  -  ( l / s 2 K2 ) 7 e
<r
- ( n - s ) K t
d t
- ( n - s ) K r  e ' '
sK2 (n -s )
(A 6 .26 )
d t  d r  = -
- s r  /  -K t  e / e
s  /  t  'r
d t  -  ( i/s)
~(K+s)r
dr (A 6 .27 )
d r  = -     (1  + sr/2)
r
(A 6 .28 )
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A = A o (  1  + C1  eK + C2 + C3 )
~ ( !  + C .  ek  + C_ (e k ) 2 + t / 1 2  )
( 1 + t )  4 b
w h e r e
C1  = -  0 . 2 9 2 8 9 3 2 1 8  ( 1 . 0  + 0 . 8 5 3 5 5 3 3 9 t ) /  (3 f t k y
C2 ,r. = -  ( l / ( 2 4 k  k 3 ) ) ( { 2  T2 + 1 . 0 } / k  -  ( 1 , 9 1 4 2 1 3 5 6  + 1 . 3 5 3 5 5  t  4
" 3  Ti  + 4 k 2 T1 0  “ k l k 2 Tc / k 3 ^
C3 = + 3 . 7 0 7 1 0 6 7 8  T3 / ( 3 6  k 3 k j )
c 4 = + T1 q / 4  " 3 T1  / ( 8 k 3 ) -  0 . 2 1 8 4 4 3  + 0 . 1 5 4 2 5  t
-  ( :M . 0  + 0 . 8 5 3 5 5 3 3 9  t ) / ( 1 0 .  2 4 2 6 4 0 7  k Qk 3 )
C 5 = -  T3 0 / ( 2  k 2 >
w h e r e :
k Q «  ( 1 . 0  + t )  k x = ( 1 . 0  + t  + t 2 / 2 )  k 2 = ( 1 . 0  + t / / 2 )  
k 3 = ( 1 . 0  + t / / 2  + t 2 / 4 )
T 1 = T r ( 1 . 7 0 7 1 0 6 7  t )  T = T r ( 0 . 7 0 7 1 0 6 7  t )  T2 = T r  ( 2 . 7 0 7 1 0 6 7  t )  T3
T1 q = T r ( t )  T3 q = T r ( 3 t )
5 . 0 2 9 1 4 5 4 4 7  x  1 0 9 1 z | , ^ - 3 1 , 2K = —-----— ---------r -------- — -fl-3— —  e -  1 . 6 7 1 0 7 3 6 5 8  x  1 0  Jz| /DT
(DT) 2
p = 1 . 6 4 0 2 5 2 6 7  x lO ~8 | z j/ n  t  *  KR
A P P E N D IX  ~ j
N e w  M o d e l  e q u a t i o n  -  S y m m e t r i c a l  e l e c t r o l y t e  v e r s i o n  -  c o n s t a n t s  e t c .
A l
A2
0 . 1 9 8  t 2 ) / k 3 
A3
A4
A5
A6
e v a l u a t e d )
= T r ( 3 , 7 0 7 1 0 6 7  t )
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APPENDIX 8 NOTES ON THE TERMS & X^.°’ 5  ^ AND U^0 , 5 ^  -------------  . -------------  — ------ “ J ---------------------   —---- - J  Q - ------
From I I I . 103
Ji ■ v / 1 -  + x  f r " ) ” )
n=3 T
^  + ) n( £ ^ ) ’1 l e a d ,  to  th a  t a rn s  J ° ’ S> and u < ° '3 >.
n=3
RELAXATION TERM
From 1 1 . 6 7
a<°>0/3x) f t w  a -* Q 1 «,rf V  “  (3/3 x) f° (r) (A8<2)
P kT 3 3 q A  (Wi + v.) J1
j=1 i=1
and 1 1 . 6 4 ,  66 and 67 le a d  to
For th e  PM
ps2 v=1 i=i
I  (Ka) = —— 1  y  ■ /  e [ 1 +qp f r  /  e’ V r  r  f [ ° ' % )  d r  )  (A 8 .4 )
( l+ y)( l+ q^ y) U  a
where f ( o ,5 )  3  _ ( l / 3 J ) ( /A j i / / () 2 (e"ICr/ r ) 3 + ( l A O t / Q . + O ^ e ^ / r ) 4  -  . . . . . .  (A 8 .5 )
(A 8 .1 )
_(o, 5) v2 s s s.. , , XC: ’ 7 K e .  X  I X  V ^ u . l e . v .  -  e w )
^  )  x  )  V w  i p(Kd) (A8. 3)
X 3DkT Z___l 3 Z _ J  Z _ j  (w. * w ) p
thus . (Ka). _ 1  ■ /  i k f a f r L  f
P ( l + y ) ( l ‘i ^ y )  '  3 .  (1+ y)2 a  r 2
All e(4+^ )y / ^ e"(4^ Kr _ e(5*^)y P
4 !  ( l + y ) 3 u / a r 3 5i (1+ y)4  <-4 JP4
)  (A 8 .6 )
-(S+q^Kr
— ~  d r
+ --
"“ “ / f t 0 ' 5* ^  ^  v ^ u . a . e . ( e . „ .  -  a . „ . )
J     J  \  XP
3(DkT)2 /  * 3
<r r V —l u . e . e / e . w .  -  e.\r.) ,
: > t .X p > -----. JU L .  j  ( Ka) (A8. 7)
p A - j 3 J Z v  (vi + o  p
p=2 j=1 1=1 1 J
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where
/ V  ( / « r)Sl ij^a; «  — ---^ - -— ---------- + --■—3 ? ~A   “—~fc~rf
P ( *1 l l . l l / ’ l.I.vW 0 . n ! ( l * u 4 ‘ w TOS?/ i f t l  V(1 + y /O + q J y ) I  i . 3 l ( i + y ) y  2 . 4 i ( i + y ) V  3 . 5 i ( l + y ) V
(/g . .K ) 2 ( 4 ^ ) y  ( 3 ( 5+q|~)y
1 . 2 . 4 i ( l + y ) 2y2 2 . 3 . 5 i ( l + y ) 3y 3
0 4 9 « 4 * 9 0 0 0 0 f t « 0 0
( A f t ) (3+ j ) . T r ( ( 3 + q * ) y )  ( / ? f t ) 2 ( 4 + j ) 2 . T r ( ( 4 f t ) y )
(A 8 .8 )
+    ft—-----K--  +
1131  ( l+ y)  2S41 (1+y) ... }
thus
«,<*■> ■ i
_ j   r  Y 1 _ t i i L  f l  * f t  Y + i ) n (3w,< } f f t v
1+y)2 (l+q|y) \  j/_ , n(n+2){ ( l+ y ) “  ( l+y) / f t  n (n + l)(n + 3)i  \(l+y)/
+  A i f  (3+qf) + 0 ( f t ) 2 *) (A8.9)
( i+ y)  3 !  J
A s i m i l a r  d e r iv a t i o n  w ith  th e  New Model equation  shows th a t
! * ( „ > .  — ________^  Y i - f t i Y  f t -
p ( l + t ) 2 ( l+qnt+qn't2/ 2 ) L f t - - i  2 n (n + l) i  ( l + t ) n ( 1+t) f t  in (n + l)(n + 3)i  ( l+ t )
.1 T r((3< -qht)  .
- J i .  ( 3 + H )    —  • OC/JK)2 A
( l+ t )  P 31 J
P P n=1
1
(A 8 .10 )
b . ,
.aftFor th e  Chemical Model we assume th a t  the  power s e r i e s  terms i n  —— correspond to io n - a s s o c i a t i o n
(1+Kd)
terms.
This would appear a reason ab le  assumption s in c e  both the Bjerrum and Fuoss io n - a s s o c i a t i o n  e x p ress io n s ,  
i f  e v a lu a ted  f u l l y  (a l lo w in g  f o r  sc reen in g)  c o n s i s t  o f  s e r i e s  terms i n  b ^ / ( l+ K d )»
I f  we expand a l l  terms (1 + Kd)- n  i n  (9 )  using  the Binomial expansion we o b ta in
»S> 1
E( - 1 ) V ?  A . K  1. Tr((3+q*)y) - fc— — J —  + (3+ q ?)( l  +  ) + ° (  n / )  ( A 8 .1 1 )n(n+2),' 6 p  (1+y) ( l+ q ?y  ' °
thus
n(n+2),' 6 T (1+y)' ( l+ q fy )
n=1 T*
/
n(n+2).' 6 ^  ( i+ y ) 3(i+qay)
a  x \  ' ( “ 1 ) A i K I  Tr((3+q?)y)
I (y )  e / j i  /  —— *+ + — ‘I—-  (3+ q ?)( l  + ----------f t — ,j«—  ) (A 8 .12 )
P  f t ___ f vx.lo\ i C. (*1 '•V -i
n~l
thus f o r  symmetrical e l e c t r o l y t e s  v/e o b ta in  equation  IV ,4
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ELECTROPHORETIC TERMS
S in ce  = —  \  nZ e.j 6 r
from ( 1 )
-nKru(0,5) .  ax +  r t y  ^ / A ) n dr
je H  2_J /  zrt nI  ^ ' r
drti 1/  n=3
g iv e s  I I I . 109 in  an a n a l y s i s  s i m i l a r  to  th a t  shown above f o r  the r e l a x a t i o n  term s.  
I f  we expand terms (1 + Kd) n we o b ta in
u(0,5) .  ax r t  ,2  ( . ^ ^ r t L ^ J ?  t H  r t e t / 2 c / y 2)0 . 
3^ 1 Z ~ i 1— 4 n(n+a)i 31 Z _ ,  J J
1 2 0 )  n=1 i = 1
J®
le a d in g  d i r e c t l y  to  IV .5 i n  th e  symmetrical e l e c t r o l y t e  case .
NOTE: P h y s ic a l - P r im i t i v e  Model equation
, . t 1
For t h i s  equation ( I V .6 )  th e  c o e f f i c i e n t s  C3 and C  ^ a re  as fo l lo w s :
c* = r t t s l  (-| + — -( .( r t .qb d . ) an(i q = _ 1  (1 f. )
3 36 ( i+ y)  ( 1+qy) ( 1+y)
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(A8. 14)
(A8. 13)
M3Kdj v 
(1+Kd)3
(A 8 .15 )
(A 8 .16 )
APPENDIX 9 THE 'OSMOTIC* TERM
Consider an ion-atmosphere surrounding a g iven  io n .  In the  eq u i l ib r iu m  case  a ba lance w i l l  
e x i s t  i n  th e  s p h e r i c a l l y  symmetrical atmosphere, between coulombic and d i f f u s i o n  f o r c e s .  When an  
e x t e r n a l  f i e l d  i s  ap p l ied ,  th e  atmosphere tends to  ' l a g  behind' the c e n t r a l  io n ,  and th e  io n -  
atmosphere w i l l  no lo n g e r  be sym m etr ica l .  An in b a lance  occurs ,  and an e x t r a  co n c e n tra t io n  g ra d ie n t  
i s  c r e a te d  i n  the  f i e l d  .d i r e c t i o n , causing a ' v i r t u a l '  ( d i f f u s i o n )  f o r c e  to  a c t  on the io n s  making 
up th e  atmosphere. This f o r c e  w i l l  be i n  th e  same d i r e c t i o n  as th a t  a c t in g  on th es e  io n s  due to  th e
e x t e r n a l  f i e l d .
Consider a  j - i o n  a t  r  and an i - i o n  a t  z*2 ( s e e  F igure 1 3 ) .  The j - i o n  may be co n s id ered  as  p a r t  o f  
th e  ion-atmosphere o f  th e  i~ io n ,  and the d i f f u s i o n  fo r c e  a c t in g  on t h i s  io n  due to the  asymmetry i n  
th e  atmosphere i s  g iven  by
Pdi££ »  -  kT g r a d ^  l n ( Z . . ( - r ) )  ) ( A 9 .1 )
hence th e  t o t a l  averag e  f o r c e  a c t in g  on a g iven  j - i o n  (a l lo w in g  f o r  a l l  p o s s i b le  p o s i t i o n s  o f  th e  
i - i o n )  i s
Kd i f f  = _ k T y / ^ ZT~~grad1 ( l n ( f ^ ( - s * ) )  ) ^ ( r )  <fc?2 (A 9 .2 )
/-> s
ctiLfj? IcT /  \ *hence X. = — -  /  \  grad„( £..(x>) ) d r  (using  r e l a t i o n s h i p s  g iven  (A 9 .3 )
J W  w  x inpgi50)
d i f fand t l ie  component o f  t h i s  f o r c e  i n  th e  f i e l d  d i r e c t i o n  i s  given by X. wherej x
KdiJ?£ «  i  .  X f f f  (A 9 .4 )j x  j  v 7
thus Xdl£J? = -  \  1 f ! . ( d ,  Q ) / C o s D  (A 9 .5 )
3X v , /  Jfc3 n.
0 i « 1
* Note on Fig .A
I t  should  be rembered t h a t  shovm i n  Fig.A i s  added to  the symmetrical atmosphere ( < j )
2 0 6
then  »  -  »  ( * 9 .6 )
Let the d r ift  velocity (in the f ie ld  direction) of the j-ion  due to this effect be uj d ^
thus „ j
247T w . kT d
u . f . . ( d ,  Q)/  cos  Q ( A 9 .7 )
3 n /  . 31
3 i=1
Now i n  a d d i t io n  to  t h i s  e f f e c t ,  due to  th e  e x t r a  co n cen tra t io n  g ra d ien ts  s e t  up when an e x t e rn a l
( 2)f i e l d  i s  a p p l ie d  to  the s o lu t i o n ,  we have an e le c t r o p h o r e t i c  t e r n  u .  7 (see  p g .7 5 -6 )  a l s o  r e s u l t i n g
J®
from th ese  g ra d ie n ts ;  
from above ( i l l . 75)
s
u ( 2 ) 3 £_kT_d \  f'. . (d ,  0 ) / cos 0 (A 9 .8 )
i= l
thus i f  we combine both terms a r i s i n g  from th ese  d i f f u s i o n  e f f e c t s
( 2 ) 2 kT d d x \  4 ,
je + ujd ' r T T - (1 ' T  ) A  f’t(d,«)Ao.« (A9-9>
9 0 nj bj i=1
hence u (2 )  + u ^  q (A 9 .10 )
j e  j d  —■
We can see  t h a t  f o r  th e  P r im i t i v e  Model, u s ing  P i t t s  boundary co n d it io n  ( f „ ( d ,  9) =« 0)  both
( 2)terms (u -e and u .^ )  a r e  z e ro .  When the Fuoss-Onsager boundary co n d it io n  i s  used, o r  when
(2)th e  New Model i s  considered  u] e and uj d  a r e  n o t  ze ro ,  but they a r e  approxim ately  o f  th e  same 
magnitude but o f  o p p o s i te  s i g n , hence th e  n e t  d r i f t  v e l o c i t y  due to  d i f f u s i o n  e f f e c t s  i s  zero  
whatever  model and boundary co n d it io n s  a r e  u sed .
2 0 7
APPENDIX 10 ASYMMETRIC ELECTROPHORETIC TERM
Using V.92 (A10.1)
thus
We may compare t h i s  w ith
"ji <Xei 1 ei  3frad 2 ( e i e i/Dr) kT grad2 ( l n ( f jjL) ) ) (A 10 .2 )
p 3 r t  "ji e. grad2 ( ^ j ( r )  ) - kT grad2 ( ln fy , . . . )  ) )
used i n  the main trea tm ent ( P a r t  I I I  s e c t io n  2 ) .
I f p a p(d) + pd) + F^ 2)
(pQ^ and F^2 ) a r e  g iven  by 1 1 1 . 3 8  and 40) )
pd) .
e .  P:
S ince  u .  i s  a small term we may u se  the lea d in g  term f o r  p . ( i . e  l e t  p .  =* p ,  J Q 3 3 3
(0,1)
where p^0 ' 1 ) i s  given  by 1 1 . 9 7 )  ) 
3
l e t
thus
3
Fd) Z
p : ' ( r ,  Q) => P - ( i ’) cos Q 3
ei pi(r) *- r f — — r  cos 0
D r
(A 10 .3 )
(A 10 .4 )
(A 10 .5 )
(A 10 .6 )
(A10.7)
t h e r e fo r e  from I I I . 19
= 0 and F = — — (A 10 .8 )
i D r
and from I I I . 32
»<’) -  3® 3D
P . ( r ) P 4( r )
dr (A 10 .9 )
lea d in g  to  
3®
e2 X 
_
12il q DkT
xp ( t XPe J  I (Kd) (A10.10)
p=2"
2 0 8
where Ip(M) . JL
-K r (n-Kr) -  A„
3 r
thus i n t e g r a t in g  the v a r io u s - te rm s  ( s ee  Table o f  i n t e g r a l s  i n  Appendix 6)
!  ( M ) .   i d f i L  ( l - K 2d2/ l 2 )  -  A,
P 24  K d2 (n-Kd) 2(l+Kd) 3
X
/  — q Kd e pKd(lO-HOqftd+ qft2d2—q ^ / d 3)
'—ICd/'. T/-j\ r * Ak e (1+Kd) 24 K d
gp B i ( f f i d )  ( 1 —q ^ / d 2/ 2 ) >
2 e~Kd(l+Kd)
( A 10 .1 2 )
A^ i s  given  by 1 19 8  and 99 f o r  both models.
f o r  th e  PM
I (Kd) = 
P
Ti/ Ka) 
• 2
(l - a ) (l+q„)(l"q^)KaN
2 (1+qjKa) 24(l+qjKa) 24 (1-l-qjKa)
(A10,13)
and f o r  the  NM
I (KR) = 
Pv
Tr(KR) 
. 2
gp(l-i-KR+K2R2/2).Tr(qgKR) ( l  -  gp) ( 1 4 4 < | - .4 f t - q ^ ) K R
2 (l+<^ KR+qpK2R2/2) S( 1 +q^ KR+qpK2R2/2) 24(l+q^ KR+qpK2R2/2) /
(A10,14)
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APPENDIX 11 EXCESS FREE ENERGY & ACTIVITY COEFFICIENTS FOR NEW MODEL
We have seen i n  P a r t  II  t h a t  f o r  a  system o f  cospheres o f  th e  type  d esc r ib ed  i n  the New Model 
th e  eq u i l ib r iu m  d i s t r i b u t i o n  fu n c t io n  i s  given  by
f°. - v / i  - (/ii//‘)(«'IPA) * (i/20(/ft/)VKrA ) 2 + .......
J * -  a  e~*KK( l  *  KR)-KRwhere
Now
I n f .  = ( l/ k T ) ( D F * / 9 n  ) ( A 1 1 .2 )
JL JL X f *  • ft
• • • « ■ . tillwhere Q  i s  the a c t i v i t y  c o e f f i c i e n t  o f  th e  i  i o n i c  sp e c ies  and F i s  th e  excess  f r e e  energy
due to  i n t e r a c t i o n s  between th e  cospheres.
F = e l e c t r i c a l  work needed to  charge th e  io n s  i n  the s o lu t i o n .
I f  we imagine the o p e ra t io n  o f  charging c a r r i e d  out i n  such a way th a t  the charge on an i - i o n  
a t  any moment i s  g iven  by ~k ( A  = f ( t i m e )  and goes from 0 to 1 )
F* 3 V Q > / X  /  ( e . e / D r )  f ° .  ( X )  dj?2 d A  (A l l  . 3 )
3 3 r  
/  , /  . f X /  (ei V Dr) £°3i(X) 
i=1 j=i c/0 fa
From th e  lea d in g  term i n  ( l )  we then o b ta in
F* = — (KR -  K2R2/2 -  l n ( l  + KR) ) (A 1 1 .4 )
4'*T R
t h e r e f o r e  from ( 2)
A f *  2 ,In  f . = -  —■ or  f .  = exp(-zT/3K/2(l+KR) ) (A'11.5)
3 2DkT(l+KR) 3 3f-
For a s o lu t i o n  con ta in in g  o n ly  a s i n g le  symmetrical e l e c t r o l y t e
l e t  £ f  2 »  £2 = e x p ( - ( z 2 + z2 )/7K/2(l+KR) ) ( A 1 1 .6 )
thus f 2 = exp(-y£K/(l+KR)) ( s in c e  £  «* |z|2Q? ) ( A 1 1 .7 )
In th e  a n a ly s i s  o f  data f o r  imsymmetrical e l e c t r o l y t e s  we f i n d  i t  convenient  to  d e f in e  a 
fu n c t io n  f  where f  -  exp(-/K/2(l+KR) ) thus f .  = f Zj  ( A 11 .8 )
2 1 0
APPENDIX 12 CURVE FITTING METHODS
(a) NOTES ON THE ANALYSIS OF DATA FOR SYMMETRICAL ELECTROLYTES WHERE X IS SMALL
I t  i s  w e l l  knovm t h a t  f o r  1*1 e l e c t r o l y t e  systems where y  i s  v e r y  sm al l ,  a range o f  d -  q  
p a i r  v a lu es  w i l l  g ive  a lmost e q u a l ly  good f i t s  to  th e  experimental d a ta .  A contour  p l o t  o f  o ( A )  
( th e  stan d ard  d e v ia t io n )  a g a in s t  y  and d ( F ig .a )  f o r  systems o f  t h i s  type  shows a long and 
sha llow  trough where c*. ( /) ) v a r i e s  v e r y  l i t t l e .
FIG.a (where X  ^ i s  sm all)  FIGob (where X  ^ i s  l a r g e )
( p lo t  along x - y  a x i s  shown above)
The reason  f o r  t h i s  tendency i s  r e a d i l y  seen from the  n a tu re  o f  the dependence o f  eq u iv .  
upon d and X  ^ i n  t h i s  ca se .
For 1 : 1  systems where y  i s  v e r y  s m a l l , both the NM and the PM equations may be w r i t t e n  i n  the  
form
A  = A o ( l  + a y 2 + a £c ln(Xd) + a,jC + G(d, XA)c  + o ( c 3/ 2 ) )
where G(d, XA) = a^d -  a,. XA ( a 1 to  a,. a r e  numerical co n s ta n ts )
( A 1 2 . 1 )
(A 12 .2 )
I f  we e v a lu a te  and a,. we f i n d  th a t  f o r  both NM and PM equations
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G(d, Ka) ^  (0.06 d -  rA) (A12.3)
Since th e  major dependence o f  A  upon d and y  i s  through the c o e f f i c i e n t  G, th e  reason  
f o r  th e  v e r y  sha llow  cu rve  shown i n  F ig .c  i s  now apparent.  A s e r i e s  o f  d -  y  p a i r  v a lu e s  w i l l  
g iv e  the same v a lu e  o f  G, and t h e r e f o r e  (approxim ate ly)  o f  A  ,  f o r  example
o  o  t> a
where d -  3 A 4  A 5 A «*99»*o
and 1C^  ~ 0« 18  0 * 24  0*30
G(d, r ) = o i n  a l l  c a s e s ,  lea d in g  to  a lmost the  same A v a lu e .  Because o f  t h i s  problem
a n a l y s i s  o f  data f o r  systems such as th e  a l k a l i  h a l id e s  in  w ater  p re se n ts  some d i f f i c u l t y .  Tb 
o b ta in  u s e fu l  r e s u l t s  i t  i s  im portant th a t  experim enta l data o f  the h ig h es t  a c cu ra cy , co ve r in g  
as wide a co n c en tra t io n  range as p o s s ib le  should be used.
where d is  the distance parameter in Angstroms, 1
,b, ,(=) - K'l
( ' A ” r«v+!:v-1 p  p  _ (A 12 .5 )
( b) NOTES ON THE ANALYSIS OF DATA FOR UNSYMMETRICAL ELECTROLYTES 
( i )  Determination o f  se p a ra te  f r e e  ion  con c en tra t io n s
For 2 : 1  s a l t s  we have the  fo u r  simultaneous equations:
(a) „(l) tetl fax’*
A " [tfTx'lv v  <Aia,4)*- "**' M X
K'l
Kj:/"] v
(c )  |X J  = 2 |m2 j  + [mx J  ( e l e c t r o n e u t r a l i t y )  (A12 6)
(d) m = frj2”j  + [MX*" j  * [mx^: (mass-balance) (A 12 .7 )
th ese  le a d  to  a cubic equation  i n  [ X-"J ( from ] X~J, [m2 '] and !. MX+-c a n  r e a d i l y  be found)
I f  we l e t  [x"] = x
3 2then y  “  x  + c2 x  + ^  x  + y  w ith  y  = 0 (A 12 .8 )
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where f t  = 1 ,  c2 * 1 / k ^  £2 , f t  = (1 -  m f 4 ) / ( l C ^ I C ^  £6 )
f t  = -  2m/(K^l ) K ^  £6 )  ( f  = exp(-  IC/2(1+M)> )and (A12.9)
The rap id  s o lu t i o n  o f  equation  (8 )  needed i n  a cu rve  f i t t i n g  programme p re s e n ts  a p r a c t i c a l  
computing problem. The n a tu re  o f  th e  c o e f f i c i e n t s  f t  to  f t  makes use  o f  th e  normal methods 
f o r  s o lv i n g  cubic  equations u n s u i t a b le .  The fo l lo w in g  procedure has been found to  be v e r y  
u s e f u l .
In equation (8 )  y  corresponds to  a curve  o f  th e  type shown below, w ith  y  c u t t in g  the x - a x i s
4
y
Y
/
( 3 )  /  (1
- - ( /
0 X2 * ) ' -  l 1
fc ^2m x
\
N
/  }
/
_^_  ^X
A simple search  i s  c a r r i e d  out by the computer a long the x - a x i s  to determine the  p o in t  where y  = 0 .  
Method:
We take a  length  o f  th e  x - a x i s  ( i n  the f i r s t  in s ta n c e  from 0 to  2m), b i s e c t  i t ,  and determine  
i n  which h a l f  th e  curve  cu ts  the a x i s  ( th e  s ig n  o f  y  a t  ( l )  i s  found, then a t  ( 2) -  i f  th e  s ig n  
a t  ( 1 ) /■ s ign  a t  ( 2) . then  y  cists x - a x i s  i n  f t  ( s e e  F ig .e ) ,  I f  s ign  a t  ( l )  = sign  a t  ( 2) then  
y  = 0 somewhere in  f t ) .  The h a l f  i n  which th e  s ig n  change occurs i s  then i t s e l f  b is e c te d  and 
so on u n t i l  the  len g th  1  i n  which y  = 0 i s  known to  l i e  i s  <T 0,00001m.
A c t i v i t y  c o e f f i c i e n t
S ince  f  i s  needed i n  th e  c a l c u l a t i o n  o f  th e  c o e f f i c i e n t s  f t , f t ,  f t  and f t  the whole o f  the  
procedure descr ib ed  above must l i e  i n s id e  an i t e x ' a t i v e  loop f o r  th e  de te rm ina tio n  o f  f .  f  i s  
taken  as 1 ,  then th e  se p a ra te  io n  co n c en tra t io n s  a r e  c a lc u la te d  using f t ( f = l ) ,  f t ( f = l )  and f t ( f= l ) <  
The a c t i v i t y  c o e f f i c i e n t  ( f )  i s  then c a lc u la t e d  u s ing  the i n i t i a l  v a lu e s  o f  [x”J  f?M2+]and fMX*J 
ob ta in ed  i n  t h i s  way. The i o n i c  co n c en tra t io n s  a r e  then r e c a lc u la t e d  using  t h i s  v a lu e  o f  f .
This procedure i s  repeated  u n t i l  f  i s  determined to w i th in  a predetermined degree o f  a ccu racy .
2 1 3
L I S T I N G  1 :  M e t h o d  1 p g . 1 5 0  a n d  1 5 1
We show below a listing of a complete computer p r o g r a m m e  for the
d e t e r m i n a t i o n  of R f ,A.°2 + and X0 + using this method.
. A A M MX
A I
4  ' C o m m e n t '  p r q G r A, . , i. , e  F o r  a n a l y s i s  o p c o n d u c t a n c e  d a t a  f q r
A 2 1 1 A S S O C I A T E D  E a i e C T P O L Y T f S  u s i n g  T H £ N E u  M O d f I  e « U n
6  L E E  A N D  u I H E a t O N  J  C S ( F A A f t A Y  J I )  1 9 / 0 , 7 4 ,  0 0 0  F Q ' J N . 1 2 4
4  A S S U M I N G  H q u I L I  a R I  a M2  + + X „  8  M*  + A S S O C I A T I O N  r o N S T A N T  a < ?
A A N D  M X *  + X *  a MX 2 A S S O C j A T j O N r o N S T .  = * 1  I
A ' B E G l N H ' R p A L ' T E ^ O . D l E L . E T A . D T r o K T . C O N c . S C c . S A A ^ . K ,
A C G A m i W R R i d>  A A L P H # P A L P H . C C O , K A , K A 2 , f I N a l l a m .
4  D E  N O M  , M I  N’ V A  L , K 1  * K 2  , F. X , A C T  , A C T X  , X X  , V » Y y  ,
A X ,  K.M I  W 1 f K M A X 1 , K l N T 1 » K ,' I I N 2 , K M A X 2 , X l N T 2 , L A Z l , l A Z A f L A Z T , s ; A 3 ,
A S S , D l F F f S T , ! 5 F T , V A t . K 1  r V a L K 2  , V A L L 0 ,  B GG
A , A C T 2 , A C T 4 r X A C 0 , K S A C 6 . K l 2
A i  A H I N , A M A x » A I M  T  f • ..........................
4  * R E A 1. 1  t A U  .
5 ' R E A 1. i b E T a . 8 K , S 1J Z . S U Z E |
6  i R £ A 1 , i t H E t A » T H E T A D » K A 1  , K T .  . .  .. . . . . . . .
?  « R E A L i L A O 2 M I N , L A 2 M A X ,  L A 2 I N T ]
S  f R E A U  V A L 0 3 ;
9 ' B E G I n ' U n T E G E R ' S i F G i M N C i M N A i I i J i P i V / L i Y Q i Y R i
1 0  R 1 M 1 1 J  f t  F ,
1 0  T C S T , ? 5 , Z t i , U W , p P |  . .
10 1 ARRAvlHAtl 14 0 . 1  13 3 J
1 1  ' c O m m f n T *  i n p u T i  s  «  n U m b f r  o f  i o n i c  s p e c i e s  p r e s e n t
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1 7  * A a R A v i C 6 t 2 i S , 2 t S 3 j
1 8  » A R K A Y  » P I C 6  t 2 1 S » 1  | S 3 J
1 9  » A 3 R A y » H ( 0 , G ( 1 t S , 2 i S 3 |
2 0  « A r R A v i X 1 ( 1 i S , i  : S 3 1 r
21 ' A R R A Y l P I l . P I 2 » E l 3 . P U , P I 5 . P H i N £ ? , V 1 , V 2 t l , S ] «
2 2  ' A R R A Y ' T X e » T X Z . L G N  , 0 i Q H » A L P H A , C l » C j • C 3 , C 4 , C 5 » C 7 r C 8 1 C 9 .
2 3  Q X A l  . . .
2 3  P X A i Q h P . 3 r h , Q k p Z , 0 P M C 2 , S ] j
23 'ARRAYICHI 101.P1 (2 1 Si 1jS]•
2 4  i r e a u 1 p r o c e d u r e  1 s u m < l o w i v a r i a b l e  1 T E R m ) j
26 ' V A L U E ' L O u J ' R E a L ' T E R M j ' I N T F G E R ' V A P I A B L E i L O U I  . . .
2 9  » B e G I n " R e A L ' s X X i
2 9  s x x  * - 0 ;
3 1  '  f o r ' v A R l  A 9 L E  , r . L O g i  S T E P ' 1  » I j N f  I  L  f 3  * 0 O '
3 2  S X X S - S X X * T E R M j
3 3  S U M  s =  S X X  J
3 4  ' E N D ' ,
3 4  ' R F - A L i  l P R O C E D U R E ' T R < T M )  j  .  . . ... .  - .  .
3 6  '  R E A (, 1 t M J  . . . . .
3 7  ■ ' B E G I n '
3 7  T R  ! e E X P ( T M )  * ( - 0 .  5 7 7 2 1  5 6 6 5 - L N  ( T M > P T M t 2 / 4  + T M + T M t 3 / 1  8 - T M t 4 / 9 6 )  - . . . . . .
3 9  ' E N D '  ,  . . . . .
3 9  ' C O M M E N T '  I N P U T ?  T E X T  E N D I N G  I N  S f ^ I  c O L O n  t
3 9  C O P Y T 5 X T C 1 C , * ' > ' ) ;  N E W L T N E < 2 ) J
42  WR I T E T e X T  ( »  (  1 L E E « U H E A T O N X E Q U A T l 0 N % ( N E u « M 0 f ) F L )  J C S  F A R a d  I !  ( 1  9 7 8 ) ’ ) ' ) !
4 3  N E V l L l N E < 2 )  } „
4 4  '  C O M E >j T  ' I n P U T ' C k a R G E  A D E Q U I V A L E N T  C o N D  o F  T ^ E  3 I o n 5 _______ _
4 4  ( 1 )  X -  O R  + 1  ( 2 )  M X +  O R  » , < 3 )  M2 + O R  • J .   :
4 4  1 F O R * f G ; = 1 ' S T E P ' 1  t U N T I L ' S * D 0 '
4 5  ' B E G I N '  +  ■
4 5  2 E F G 3 S P R E A D ?
4 7  - L A M O ( e g 3 ; = R £ A D |
4 8  W R I  T E t e X T  (  1 ( '  J O' N * )  I > | P R I N T C f G i j i I  3 j  . . .  ■ • - •
5 0  S P A C £ ( 4 ) j
5 1  P R  I N T  < L A M O C  F G ] , 3 , 3 ) 1  N E W L l N f ( 1 ) |
5 3  ' E N D ' ;
5 6  N £ W L I  N E < 4 )  J
5 5  ' C O M M e n T 1 I N P U T !  R A N G E  O F  P A R A M E T E R S  T O  B E  E X A M I N E D
5 5  K 1 M I N  T O  K l M A X  a R a N G E  O F  <1 V i L U f S  T o  b E f X a M ! N £ P
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5 5  a m  1 n t o  a m a x  = R a n g e  o f  r  v a l u e s  c i n  c m>  ;
5 5  K M I  N 1 j c R E a DJ  K ,V| a  X 1 j «= R E A D ; K l N T l  j b P E a o ;
5 8  K MI  N 2 : a P e  A 0 • K M A X Z . s S i E A D J  K l f' T 2 > " R F A D :
6 1  L A 0 2 H i  N ? « R E  A O  • ' L  A 2 M A X , = R r  A D ,* I  A ?  1 »  T ; = R E  a ft ?
6 4  L A Z 1 1 * S E A  0 1 L A Z A j s r E A D ?  L A T •= R E 4 D J
6 7  A M I N  j a R t  A 0 j A M A x . n R E A D ;  A I N T , » R E A D ;
7 0  ' C O M M E N T '  I N P U T !  P P  »  N U M b f R  O F  D A T A  P O I N T S  I
7 0  P P J B R £ A 0 ?
7 1  3 F T ! s 0 | B G G j a  fl j
7 v  t u s u . i i i
2 1 4
7 4  i c o m m e n t • i n p u t ,  c o n d u c t a n c e  d a t a  in f o r m  C1 l a m b d a  1 »
7 4  C 2  - L A M B D A  ?., T o  C C P P >  fc L A M B D A ( P P )  I
7 4  ' P O K ' z S l - l ' S T r P ' l ' U N T l l ' p p i D O '
7 5  ' F o r ' z o : ~ i « S t f p ' I • u n t i l * 2 > o o '
7 6  M A t  z 5 , Z o j !» n S A D i
7 7  M A I  N I, o () P S ,
7 7  1 F O X  t L A M O [ 2 J  5 k  L A 0 2 M I N  » S T g  p i L A ? I N T i U N  T j l ’ L a p M A X ' D O i
7 8  •0 E G J n t
7 8  > F ° M ' L A M o [ 3 ]  t 3 I.AZ I « S T F P  i L A Z T  i UN'f I l H a Z A ' D O '
8 0  I B E G I N *  /
8 0  ' F O R ' A i s A M I N ’ S T E P j a I N T ' U N T I L ' A M A X i d O 1
8 2  1 0 E c> I N  • - : . . . . . . . . .
8 2  ' F 0 R , K1 I = K M I N 1  i S T e p i K t n TI i U N T i l ' K m a X I » oO «
8 6  T U EG I N i
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1 7 7  P k A E p ] : = 1 . 0 * 0 H C P 1 * x A »
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O u t l i n e  o f  4 - p a r a m e t e r  c u r v e  f i t t i n g  p r o c e d u r e  ( M e t h o d  2 p g . 1 5 0 )
B e c a u s e  o f  t h e  c o m p l e x i t y  o f  t h e  e x p r e s s i o n  f o r  X^, a n d  t h e  l a r g e  am o u n t  
o f  c o m p u t e r  t i m e  r e q u i r e d  f o r  i t s  c a l c u l a t i o n ,  t h e  s u c e s s f u l  u s e  o f  e q u a t i o n
I I I . 1 2 4  i n  a  c u r v e  f i t t i n g  p r o c e d u r e  d e p e n d s  on a  r a p i d  m e t h o d  o f  f i n d i n g  
t h a t  c o m b i n a t i o n  o f  Q*1 * , d ,  X? a n d  X^ w h i c h  m i n i m i z e s  a  ( A ) . The p r o b l e m  
i s ,  i n  e f f e c t ,  t o  l o c a t e  t h e  minimum i n  a  f i v e  d i m e n s i o n a l  s p a c e  w i t h  a x e s  
K^1 * , d ,  X ° ,  X° a n d  a ( A ) , a n d  an i t e r a t i v e  n u m e r i c a l  m e th o d  w h i c h  d o e s  t h i s  
h a s  b e e n  d e v i s e d .
L e t  t h e  ( a s  y e t  unknow n) ' b e s t  f i t '  v a l u e s  o f  t h e  4 p a r a m e t e r s  b e  ° X 2 F
° d  a n d  ° K ^  ,  t h e n  a t  a (A) . . *A minimum
(a=./8K|1,)o1OiOx=;Od = 0  ^ (1)
O a / 3 d ) o . o  o o o ( l )  _  n ( i i )
2' 3f A U
( 3 a / 3 X ? ) o . o  o .  o ( l )  = 0  ( i i i )2 a3, d, ka
(3a/3X°)oxO/0dfOK a) = Q (iv)
E q u a t i o n s  o f  t h i s  t y p e  c a n  b e  s o l v e d  n u m e r i c a l l y ,  t a k i n g  t w o  v e r y  c l o s e  p o i n t s  
on t h e  x - a x i s  (w h e re  x  = a ,  0 ,  y  e t c .  a r e  t h e  4 p a r a m e t e r s ) ;  u s i n g  c h o r d s  
(Sa/Sct) Q c a n  b e  f o u n d ,  a n d
p , y ,  o o o
l i m  ( 6 ct/ 6 a ) ft = ( 3 a / 3 a )
P / Y / * • • P / Y / • • •
a->0
The l i m i t s  x ,  and  x 0 on  t h e  x - a x i s  w i t h i n  w h i c h  t h e  p o i n t  ( 3 a / 3 a ) „  „  = O i s± 2  p / j / • •
e x p e c t e d  t o  l i e  i s  p a r t  o f  t h e  i n p u t  d a t a .  The a x i s  b e t w e e n  t h e  p o i n t s  a n d  X2 
i s  b i s e c t e d ,  and  t h e  h a l f  d i s t a n c e ,  w i t h i n  w h i c h  ( 3 a / 3 a )  c h a n g e s  s i g n  i s  f o u n d ;  
t h i s  i s  a g a i n  b i s e c t e d ,  a n d  t h e  p r o c e s s  c o n t i n u e d  u n t i l  a  v a l u e  o f  a  a t  w h i c h  
( d o / d a )  -  0  i s  f o u n d  t o  a  p r e d e t e r m i n e d  d e g r e e  o f  a c c u r a c y .
E q u a t i o n  ( i )  i s  f i r s t  s o l v e d  b y  t h i s  m e t h o d ,  s i n c e  ° d ,  ° X ?  a n d  ° X °  a r e  n o t  
i n i t i a l l y  k n o w n , e s t i m a t e d  v a l u e s  (^ d ,  ^X? a n d  ^X?) a r e  u s e d  t o  s o l v e  t h i s  
e q u a t i o n  a n d  o b t a i n  a  c a l c u l a t e d  v a l u e  f o r  (2 KA-1* ) .
2 (1)
F o r  t h e  f o l l o w i n g  r e a s o n s ,  t h i s  f i r s t  a p p r o x i m a t i o n  ( IQ ) i s  n o r m a l l y  
q u i t e  c l o s e  t o  t h e  t r u e  v a l u e  °K A ‘1‘ * .
(a)  X °2+  i s  known t o  w i t h i n  1 o r  2 cm2 ohm ^ e q u i v  1 .
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\b )  d c a n  n o r m a l l y  b e  e s t i m a t e d  t o  w i t h i n  1  o r  2 A n g s t r o m s .
(c) a ( A )  i s  n o t  s t r o n g l y  d e p e n d e n t  on
2 K*^* a l o n g  w i t h  t h e  e s t i m a t e d  v a l u e s  o f  d a n d  X? a r e  u s e d  i n  ( i i i )  t oA v
o b t a i n  a  c a l c u l a t e d  v a l u e  o f  X? (2 ^2 ) * 2k a ^  a n d  2 X° w i t h  ^X^ a r e  t h e n
u s e d  i n  t h e  same w a y  t o  g i v e  2^  a n d  s o  o n .
2 (1) 2When t h e  f i r s t  s e t  o f  c a l c u l a t e d  v a l u e s  f o r  t h e  f o u r  p a r a m e t e r s ;  KA r d / 
2 X ? ,  a n d  2 X ° a r e  o b t a i n e d  t h e  c y c l e  i s  r e s t a r t e d  t o  o b t a i n  i e t c . -
F o r  t h e  r e a s o n s  s t a t e d  a b o v e  c o n v e r g e n c e  i s  n o r m a l l y  s u c e s s f u l  a n d  r a p i d ,  t h e  
v a l u e s  , " d ,  " x^  a n d  n X^ s o o n  a p p r o a c h i n g  , ° d ,  ° X 2 a nd  ° X g .
I n  p r a c t i c e  i t  h a s  b e e n  f o u n d  t h a t  c o n v e r g e n c e  i s  n o r m a l l y  c o m p l e t e  w i t h i n  
3 o r  4 c y c l e s .  '
We sh ow  b e l o w  (LISTING 2) t h e  l i s t i n g  f o r  a  c o m p u t e r  p ro g ra m m e f o r  t h e
(1)d e t e r m i n a t i o n  o f  R, IQ 1 e t c .  u s i n g  t h i s  m e th o d .
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I
L I F T I N G  2: M e t h od 2 ,
 1
/'
jThis differs from Listing 1 in that sections a and b m a r k e d  in (1) are 
/replaced by a ana b Below.
; 
f  r
5 8  ' F O R  * Z 5 : = 1 '  S T E  P * 1 1 U N T I L 1 P P * D O *
/  5 9  * F O R  * Z B : * 1 ' S T E P  * 1 ’ U N T I L 1 2 ' 0 0 *
6 0  M A t Z 5 , Z B l : = R E A D ?
6 1  ' F O R '  I  : =  1 1 S T E P * 1 ' U N T I L ' 4 * 0 0 *
6 2  ' B E G I N *
6 2  X 0 C I J :  =  P E A D ;  X G t  I  3 :  = R E A f i ;  D E l t  I  3 : =  0 . 0 0 0 0 6 * X G t l ] ;
6 6  F t I l : .  =  X G l I l *
6 ?  M M I N V A I  C D  : = 0 . 0 0 2 * X G t  I ] J  L A O V A l t J l • * 3 0 0 J
6 9  x m a x l  i )  : = r e a d ; c d e u i  ]  : = X M A X t  I ) - v o t  I  1 ,*
7 1  ' e n d * ;  K 2 V A L :  = 1 0 0 0 :  a v a l :  = 1 0 ;  f i n t e s t : » 0 ;
7 5  H M I N V A L C 2 1 : = 0 . 1 * M ' M N V A l f 2 l ;
76  1 C O M M F H T  '  X 0  *  M 1 N I  M U ?•’ V A L U E  J
7 6  ' C O M M E N T '  XG = F. X P E C T E D  V A L U E  I
76  S T A R T :
7 6  '  F 0  R '  B : s 1 ' S T E P ' 1 ' U N T I L * 4 ' D O *77 ' 8 E G I N *
7 7  0 £  N : “ 1 !  G G : = 1 »
8 0  X A X . - n X O t B l ;  X X A : = 1 0 * X A X ;
8 2  N E W G :
8 2  * F O R * 0 : * 1 , 2 * 0 0 '
8 3  ' B E G I N '
8 3  ' I F ' 0 * 2 * T H E N ' X A X j = X A X + 0 E L C 8 l ;
8 5  F C B 3 : = X A X ;
8 6  K 2  : = F 1 1 ) . ’  L A MO [ 3 1  : =  F C 2 3 »  A :  = F C 3 1  ; L A M 0 C 2 ] : * F I 4 ] >
9 0  N A I N I O O P S :
9 0  S S : = 0 ;
9 1  ' F O R * U U : * 1 • S T E P * 1 ' U N T I L ' P P * D O *
— ' B E G I N *
2 1 4  F I N A L L A M : * S U M ( 1 , V . L A M t V ] * A B S ( Z I V 3 > * C t V l ) / ( 2 * C O N C ) ;
2 1 5  D I F F E R E N C E :
2 1 5  D ! F F : = ( F I N A L L A M - H A C U W , 2 J > t 2 ;
2 1 6  S S : = D I F f * S S ;
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2 1 8  * I F * 8 = 1 ' T H E N ' ' B E G I N *
2 1 8  '  I F  ' F [ 1  )  < 0 . 1 0 ' T H E N '  S S : =  S S  ♦ ( 1  0 *  ( 0  . 1  0 -  F [ 1 3 > ) T 2 * 1 0 0 ;
2 2 0  ' E N D ' . *
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2 4 1  ’ I F , S I G N ( G ) S S I G N < G G > ' T H 6 N * n e N : = - 2 * D E N ;
0  2 4 2  G G : * G J
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2 4 6  ' G O T O ' N E W G J
2 4 7  O U T L O O P :
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2 5 1  P R I N T C S I G M A C 1  ]  ,  3 ,  5 )  ; N E W L  I  N 6  ( 1  )  ,*
2 5 3  ' E N D ' ;
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